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Yorwort. 



JDie vorliegende kleine Schrift hat einen doppelten Zweck. Sie 
wünscht dem deutschen Publikum die Arbeiten eines hochverdienten 
ausländischen Mathematikers näher zu führen, sie will aber zweitens 
auch zeigen, dass und wie den sogenannten hyperbolischen Punktionen 
im Gebiete der Kurven zweiter Ordnung ein weit grösserer Wirkungs- 
kreis zukommt, als bisher wohl allseitig angenommen ward. Die Lehre 
von der Parabel ist vollständig auf jene Funktionen begründet worden. 
Den Herren Professoren Doetsch in Nürnberg und Neuberg in 
Lüttich, sowie Herrn J. W. L. Glaisher in Cambridge hält sich der 
, Verfasser^für ihre freundliche Unterstützung seiner Arbeit zum besten 
Danke verbunden. Nicht minder dankt er Herrn Prof. Beman von 
der Michigan -Universität für die Mitteilung des ihm bis dahin ent- 
gangenen Umstandes, dass Darboux' „Bulletin" von 1873 ein Referat 
über Booths Hauptwerk enthält. 



Ansbach, im Januar 1882. 



Dr. S. Günther. 
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Erstes Kapitel. 

Altere und neuere Untersuchungen über Kurven -Analogie; 

Brendels parabolische Logarithmen. 

Den Keim zu jenen Betrachtungen, welche uns in diesem Kapitel 
und zum Teile auch in späteren Abschnitten beschäftigen werden, er- 
blicken wir in gewissen \'^ergleichungen elementar- geometrischer Natur, 
welche von Alters her einzelne Mathematiker beschäftigt haben. Die 
so zahlreichen neuen Sätze, mit welchen Archimedes die Metrik der 
Raumlehre bereichert hatte, forderten zu solchen Vergleichungen ganz 
natürlich heraus, und so finden wir denn bald darauf bei einem Per- 
gamenier Nikon, auf welchen zuerst von Ideler^) hingewiesen ward, 
die Thatsache erwähnt, dass, wenn einer Kugel ein Würfel um- 
beschrieben werde, die Oberflächen beider Körper im gleichen Verhält- 
nisse zu einander stehen, wie ihre Volumina. Buzengeiger, der 
sich bald darauf mit diesem stereometrischen Satze des Nikon be- 
schäftigte^), erweiterte denselben * auf alle willkürlichen, einer Kugel 
umbeschriebenen Polyeder, indem er dabei ausser Acht Hess, dass be- 
reits in einer weit älteren Abhandlung von Zanotti^) der Lehrsatz 
ausgesprochen war ,^tout solide termine de Umtes parts par des plans, 
et circonscrit ä une sphere, est ä la sphere meme^ comme sa surface 
ä la surface de la sphere^^ und dass auch Kästner in eine weitläufige 
Untersuchung über diese und ähnliche Fragen eingetreten war.*) Mit 
Leichtigkeit Hessen sich noch zahlreiche andere Belege für die Existenz 
einer solchen „vergleichenden" Geometrie beibringen; ein wirkliches 
höheres Interesse gewinnt dieselbe jedoch erst dann, wenn wir zur 
Kurvenlehre aufsteigen. 

Ausdrücklich ward in der Überschrift dieses Kapitels betont, dass 
wir uns in demselben nur mit der Analogie, nicht aber mit der Ver- 
wandtschaft der krummen Linien beschäftigen wollen. Die Frage, 
durch welchen Modus der Transformation oder Abbildung eine ge- 
wisse Kurve in eine andere übergeführt werden kann, bleibt für uns 
ausser Betracht. Dürften wir uns auf ein entsprechendes Verhältnis 
in einer anderen Wissenschaft, der Organologie, beziehen, so würden 
wir sagen, dass unser hier einzuschlagendes Verfahren der Thätigkeit 

Günther, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 1 



2 Erstes Kapitel. 

des vergleichenden Anatomen entspricht, während der Entwickelungs- 
theorie im Darwinschen Sinne die höhere Aufgabe zukommt, die von 
Jenem gelieferten Ergebnisse zu einem allgemeinen Gesamtbilde zu ver- 
einigen. Ganz ebenso ist es auch hier der Fall; wir werden über 
eine Reihe von Studien zu berichten haben, welche der Aufdeckung 
gemeinschaftlicher metrischer Eigenschaften bei bestimmten Kurven- 
Individuen gewidmet sind, Eigenschaften, welche sich einer späteren, 
unter höheren Gesichtspunkten durchgeführten Untersuchung zweifel- 
los als ünterfälle weit universellerer verwandtschaftlicher Beziehungen 
darstellen werden. Indessen lassen sich schon aus dem zur Zeit vor- 
liegenden Materiale bemerkenswerte Schlüsse ziehen, und da die den 
eigentlichen Gegenstand dieser Schrift ausmachende Theorie unmittel- 
bar aus solchen vergleichenden Betrachtungen hervorgegangen ist, so 
erscheint es zweckmässig, den gesamten StoflF in gedrängter Ver- 
arbeitung hier zur Kenntnis zu bringen. 

Als der Erste scheint auf derartige Dinge der als scharfsinniger 
Geometer gefeierte Jesuit Gregorius a St. Vincentio sein Augen- 
merk gerichtet zu haben. Der Umstand, dass Archimedes, den er 
sich überhaupt zum Vorbilde für seine eigenen Arbeiten ausersehen 
hatte, gerade die Parabel und die Spirale in selbständigen Schriften 
monographisch abhandelte, mag ihn wohl angeregt haben, dem Wechsel- 
verhältnis dieser beiden, anscheinend ziemlich verschiedenartigen Linien 
weiter nachzudenken. So entstand im sechsten Buche seines grossen 
Werkes^), obwohl dasselbe eigentlich von der Hyperbel handelt, ein 
eigener Abschnitt, jjSpiralis et parabolae symbolüatio" betitelt. Wie 
Kästner^) mitteilt, glaubte Gregor hierbei dem Gedankengang auf 
die Spur gekommen zu sein, welcher den grossen Syrakusaner bei 
seinen Staunen erregenden Entdeckungen geleitet hatte. Die betreffende 
Abteilung umschliesst im ganzen 28 Theoreme, aufgebaut auf einer 
kinematischen Erwägung, von welcher der vorgenannte Gewährsmann 
(s. o.) das Folgende mitteilt: „Der erste Satz soll Ähnlichkeit zwischen 
Erzeugung der Spirale und der Parabel darthun. Er stellt ein recht- 
winklichtes Dreyeck vor, auf einer der Seiten, die den rechten Winkel 
einschliessen, steht senkrecht durch die Spitze des Winkels, den sie 
mit der Hypotenuse macht, eine gerade Linie, und bewegt sich selber 
parallel gleichförmig, so bewegt sich auch eine gerade Linie, der ge- 
nannten Seite parallel gleichförmig, beyder Linien Durchschnitt ist in 
einer Parabel." Was Gregor dui'ch seine eigentümliche phoronomische 
Betrachtungsweise zu erreichen suchte, das strebte sein Zeitgenosse 
Cavalieri mit Hilfe der von ihm erfundenen „Geometrie des Unteil- 
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baren" an'^), welche freilich an logischer Schärfe mit den Infinitesimal- 
methoden des Altertums nicht wetteifern konnte. 

Das Volkommenste jedoch, was in diesem Punkte ohne Ein- 
führung analytischer Untersuchungsmethoden geleistet ward, entstammt 
dem glänzenden Geiste Pascals. Chasles spricht sich (a. a. 0.) über 
diese Leistung folgendermassen aus: „Die Gleichheit zweier entsprechen- 
der Bögen zweier Kurven, welche auch von Roberval*, aber auf 
eine schwierigere Manier, durch seine Lehre von der zusammen- 
gesetzten Bewegung bewiesen war, wurde späterhin der Gegenstand 
eines herrlichen Memoires von Pascal, welches das erste Beispiel 
von der Vergleichung zweier verschiedenartiger Kurven durch die reine 
Geometrie der Alten ist, durchaus frei von der Betrachtung des un- 
teilbaren". Dieses warme Lob verdient die ganz originelle Abhand- 
lung denn auch im vollsten Masse. Unter seinem bekannten Pseudo- 
nym Amos Dettonville veröffentlicht Pascal am 10. Dezember 1658 
ein Schreiben^), worin er angiebt, vor fünfzehn Jahren habe zuerst 
Hob b es** der Überzeugung Ausdruck gegeben, dass die Parabel 
rektifiziert werden könne, und dann habe Roberval wahrgenommen, 



* Derselbe betrachtet bekanntlich den eine Kurve beschreibenden Punkt als 
von einer Anzahl von Kräften beeinflusst, setzt nach der Regel vom Parallelo- 
gramm der Kräfte diese letzteren zu einer Mittelkraft zusammen und identifiziert 
sodann diese Resultante mit der im bezüglichen Punkte an die Kurve gezogenen 
Beruhrungslinie. Sxjeciell über den hier vorliegenden Punkt hat sich Roberval, 
einem unlängst von Henry aufgefundenen Briefe an Hevelius zufolge, im Jahre 
1650 folgendermassen ausgesprochen®): „Lineam paraholam cum helice Ärchimedis 
secvmdum longitudinem comparavimus , et per GalUam Italiamque vulgavimus, uhi 
Geometris omnihus stupendum theorema visum est. Si pardbola et helix se habeant 
ejusmodi ut portio axis parabolae intercepta inter verticem et rectam quampiam 
a puncto dliquo parabolae ad axem ordinatim appUcatam, sit aequalis semicir- 
cumferentiae circuli primae revolutionis in helice, at ipsa ordinatim applicata sit 
aequalis semi-diametro ejusdem circuli, tum quae inter verticem et ordinatim appU- 
catam intercipitur linea parabola aequalis est longitudine helici primae revolutionis. 
Quod si in eadem parabola sumatur quodvis punctum, a quo ad a^em ducaiur 
ordinatim applicata; tum a centro ejusdem helicis ad aliquod ejus pu/nctum duca- 
tur recta praedictae applicatae aequalis: qua^ inter verticem et assumptum in para- 
bola punctum intercipitur linea parab. aequalis est long, helici interceptae inter ini- 
tium et pu/nctum a rectae termino notatum in eadem helice.^'' 

** Bei welcher Gelegenheit Thomas Hobbes sich über die — bis dahin 
wohl allseitig bezweifelte — Möglichkeit einer geometrisch genauen Rektifikation 
äusserte, vergisst Pascal anzugeben, was um so mehr zu bedauern ist, da 
Poggendorff*^) nicht weniger als zehn mathematisch -physikalische Schriften 
des grossen Philosophen auffährt. Diese Seite der wissenschaftlichen Thätigkeit 
des letzteren ist überhaupt noch viel zu wenig aufgeklärt. Vergl. Nachtrag I. 

1* 



4 Erstes Kapitel. 

dass sich zu einem beliebigen Parabelbogen stets ein ihm an Länge 
gleicher Bogen einer archimedischen Spirale finden lasse. Zwar sei 
des letzteren Untersuchungsgang kein ganz beweiskräftiger, allein die 
Thatsache selbst stehe nach seinen eigenen Forschungen nunmehr 
zweifellos fest. Im Anschluss daran entwickelt Pascal, indem er 
sich streng an das Exbaustionsverfahren des Archimedes hält, 
einige Eigenschaften des Kreises, der Spirale und der Parabel, welche 
allerdings manche wimderbare Analogie zu Tage treten lassen. Die 
Spirale und die Parabel werden stets in ein und derselben gegenseitigen 
Lage betrachtet, so zwar, dass der Pol der ersteren mit dem Scheitel 
der letzteren zusammenfallt. Der Schlusssatz lautet ^^): „Si une para- 
hole et une spirale sont en la condition sup][)Osee, je clis que la ligtie 
parahole est egale ä la ligne spirale^^. Die betreflFenden Bögen werden 
abgegrenzt und mit stets mehr und melfr sich anschmiegenden Sehnen- 
und Tangentenzügen ausgefüllt resp. umgeben. Nun kann man zeigen, 
dass je ein Sehnenzug und Tangentenzug des Parabelbogens einem 
Sehnenzug und Tangentenzug des Spiralenbogens gleich ist, und da 
bei fortgesetzter Einzeichnung und ümbeschreibung neuer Polygone 
der Längenunterschied zwischen Sehnen- und Tangentenzug jeder 
einzelnen Kurve kleiner gemacht werden kann, als jede noch so kleine 
konstante Grösse, so ist die Gleichheit der beiden in Betracht ge- 
nommenen Kurvenbögen erwiesen.* 



* Analytisch betrachtet stellt sich diese Wahrheit, deren Feststellung in 
früherer Zeit einen so gewaltigen Aufwand von Scharfsinn erheischte, sehr leicht 
und ungezwungen dar. In cartesischen , resp. in gewöhnlichen Polarkoordinaten 
geschrieben, sind die Gleichungen der apoUonischen Parabel und der archime- 
dischen Spirale bekanntlich diese: 

y^ — Aipx^ r = av. 

Für die Bogenlänge hat man bezüglich die Integrale 



und 






Durch die Substitution ^ =v geht das erste Integral in dieses 

2pfyrTv^ dv 

über, und es ist ersichtlich, dass die Geradstreckung beider in Rede stehender 
Kurven auf die Auswertung eines und desselben Integrales hinausläuft. 
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Über die zwischen Parabel und Spirale obwaltende Analogie be- 
sitzen wir endlich auch noch eine Monographie von Brendel, welche 
sich die Aufgabe gesetzt hat, die von Gregorius a St. Vincentio ge- 
fundenen Resultate durch Einkleidung in die algebraische Formel- 
sprache dem Verständnisse der Neuzeit näher zu bringen: sie führt, 
im Hinblick auf ihr Vorbild, die Aufschrift: „De andlogia spiralis et 
paraholae^^^'^) Wenn Rondet^^) Recht hätte — so beginnt sie — , so 
hätte die wunderbare Übereinstimmung der beiden Kurven in den 
wichtigsten Relationen auch dem Archimedes nicht verborgen bleiben 
können. Einige der augenfälligsten Beispiele mögen hier angezogen 
werden. Es sei (Fig. la) 
Ax eine beliebige Parabel- 
tangente, eine zweite durch 
A gehende Gerade Ay wird 
von der Parabel im Punkt 
G getroffen. In Q werde 
ein Perpendikel auf Ay er- 
richtet, welches der Ax in 
B begegnet; zwischen A 
und B wähle man willkür- 
lich die Punkte jff, J, K^ 
fälle von ihnen auf die Ay die Lote HS^ JT^ KV und verbinde die 
Punkte M^ N^ 0, in welchen diese Lote von der Parabel geschnitten 
werden, durch Gerade mit dem Punkt A, Sind D, E^ F die Schnitt- 
punkte dieser letzteren Geraden mit der Geraden JBCr, so besteht die 
Proportionenkette 

AS:AT:AV:..,=BD:BE:BF:... 

Andererseits sei A (Fig. Ib) zugleich Pol einer Spirale und Centrum 
eines Kreises; beide Kurven schneiden sich in JB, und es sei BAQ^ 
sowie AT senkrecht hiezu gezogen; diese Senkrechte treffe die Spirale 
in q. Alsdann besteht die — mutatis mutandis — analoge Proportion: 

AQ:Aq = Sect. BPV: Sect. BPVT, 

Noch charakteristischer tritt die Analogie in den beiden 
folgenden Sätzen Brendels ^^) hervor, für deren ersten 
auf Fig. la zu verweisen ist, während der andere durch 
Fig. 2 illustriert wird. Sie haben folgenden Wortlaut: 
yy Tangens Parabolae AB dlvisa sit in Continus proportio- 
nales AH, AJ^ AK, AB. Ducantur diametri HM^ JN, 
KOj BG: ermt seymmta parabolica AM^ AMNj AMNO^ 




Fig. 2. 
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continue jyroportionalia^' ; „Si radius genitor spirdlis divisus fuerit in con- 
tinue proportionales AS^ AR^ AB^ iisdemque radiis describantur circuli 
concentrici, secantes spirakm in M, N^ B: Erunt segmenta spiralm 
AmMA^ AmMNAj et spatium integrum AmMNBA^ contimie pro- 
portioncdia.^' Ganz das Nämliche gilt nach BrendeP^) für die gleich- 
winklige oder logarithmische Spirale. Auch zwischen dieser letz- 
teren Kurve und der Parabel besteht insofern eine grosse Ähnlich- 
keit, als, wenn bei der letzteren die Ordinaten in stetiger Proportion 
fortschreiten, die Logarithmen dieser Ordinaten durch die Abscissen 
dargestellt werden. Noch ein zweites Mal kommt Brendel auf die 
vorwürfige Frage zurück, nämlich in einer kleinen Note „De quadam 
Guidonis Grandi in Borellum animadversione.^'^^) In seinem berühmten 
Buche yjDe motu animalium^* hatte Borelli einen allerdings unrichtigen 
Satz über Spiralen formuliert, Grandi hatte den Irrtum erkannt, und 
der deutsche Geometer verbreitet sich darüber seinerseits nochmals mit 
grosser Ausführlichkeit. Insbesondere handelt es sich wieder um die 
Gleichheit zwischen gewissen Bögen einer Spirale und einer Parabel. 
Eine diese letztere Relation prinzipiell verallgemeinernde Unter- 
suchung müsste heutzutage etwa Folgendes anstreben: Wie lassen 
sich alle möglichen Kurvengleichungen von der Beschaffenheit auf- 
finden, dass die Rektifikation alF dieser Kurven auf ein und dasselbe 
Integral fährt? In dieser Allgemeinheit lässt das Problem aus nahe 
liegenden Gründen keine Lösung zu. Wohl aber sind zu verschiedenen 
Zeiten und von verschiedenen Standpunkten aus einzelne ünterfälle 
dieser umfassenden Aufgabe in befriedigender Weise in Angriff ge- 
nommen worden. So gab bereits Nikolaus Fuss^') eine ganze Anzahl 
von Kurven an, deren Rektifikation durch das nämliche Integral be- 
werkstelligt werden kann, welches die gleichseitige Hyperbel rektifiziert 
und für den vorliegenden Zweck auf die Form 



/' 



^' + ^Uv 



v^ 



gebracht wird.* Ganz neuerdings ist diesen Untersuchungen eine 
erhebliche Ausdehnung zu Teil geworden durch die Untersuchungen 
von Kiepert und Schwering. Jener studierte zuerst die Frage ^^), 
ob es Kurven gebe, deren Bogenlänge durch das elliptische Integral 
erster Gattung 



* Auf den ersten Blick erscheint diese Umformung des unter anderer Form 
weit bekannteren Integrales nicht leicht durchführbar, und dieselbe würde auch 
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X 



dx 



)/l— Fsin^r» 



F{x,h) 







dargestellt werden kÖDne; eine solche Linie ist z. B. durch die Glei- 

gegeben, indem jetzt der obige Modul h durch die hyperbolische Se- 
kante von c ersetzt vrerden muss. Schvrering führte den von Kiepert 
angeregten Gedanken noch weiter aus^^) und lehrte uns eine ganze 
Kurvenfamilie kennen, welche in die hier besprochene Kategorie ge- 
hört-, vorausgesetzt, dass /"und tp rationale Funktionen bedeuten, werden 
diese Kurven unter folgenden allgemeinen Gleichungsformen begriffen: 

r" sinnv^ f(r^) , r^ cos nv^(p (r^) . 

r ist hier der Radiusvektor, v die Amplitude, n eine willkürliche un- 
gerade Zahl. Vergl. Nachtrag II. 

Ungleich einfacher ist natürlich die Aufgabe zu lösen, Kurven 
von der Beschaffenheit anzugeben, dass analoge Flächenstücke den 
nämlichen Inhalt besitzen. Sehr kompliziert gestaltet sich hinwiederum 
die Sache, sobald man diese Forderung mit der vorigen verbindet und 
verlangt, dass geschlossene Kurven nachgewiesen werden, welche sowohl 
an Umfang als auch an Flächeninhalt mit einander übereinstimmen. 
Der interessanteste Fall dieser Art, welchen die Litteratur bis jetzt 
anscheinend aufzuweisen hat, ist von Durege^^) aufgedeckt worden. 



mit grossen Schwierigkeiten verknüpft sein, wenn 
man rein analytisch zu Werke gehen und von 
der schönen geometrischen Versinnlichung ab- 
sehen wollte, deren Spuren Felix Müller*®) 
bei Mac Laurin angetroffen und weiter ent- 
wickelt hat. Sind Äx^ Äy (Fig. 3) die Asymp- 
toten einer gleichseitigen Hyperbel , deren einer 
Scheitel, und wünscht man die Länge des Bogens 
OE zu kennen, so ziehe man OB senkrecht auf 
Ay und bezeichne den Schnittpunkt von EO 
mit^em verlängerten Fahrstrahl AJS durch F. 
Für Ä0 = 1, BF=p — v^y wo p und v als un- 
abhängige Variable angesehen werden, erhält 
man, übereinstimmend mit Fuss, 



Fig. 3. 



arcOJS7=i^ 



p 

- L /Vi 






dp 



/yr+v* 



dv. 
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Derselbe beschäftigt sich dort mit gewissen Hypocykloiden, die sonach 
durch einen Punkt eines Kreises (vom Radius r) erzeugt werden, 
welcher selbst wieder auf einem anderen Kreise (vom Radius li^r) 
rollt, so zwar, dass die Berührung eine innere ist. Die allgemeine 
Gleichung dieser sternförmigen Kurven ist, wenn wir die obige Be- 
zeichnungsweise beibehalten, durch 

r = a cos mvj a=2{R — r), 

gegeben. Bestimmt man Inhalt und Umfang einer solchen Hypocy- 
kloide, so wird ersterer gleich 



n 
2m 



a'ß 



9 , • a^Jt 
4m 





während letzterer durch 



2 



2(1 / 

— / yi-(l-m2)sin>dqp 



bestimmt wird, so dass mithin Durege hierdurch eine der Kiepert- 
Schweringschen entsprechende Aufgabe gelöst hat, das elliptische 
Integral der ersten Gattung durch das elliptische Integral der zweiten 
Gattung ersetzend. Konstruiert man nun aber eine Ellipse aus den 

2 

Halbaxen ^ — und t. , so ist deren Inhalt ebenfalls gleich ^ -> während 
2m 2' ^ 4m' 

der Umfang, unter s die Exentricität verstanden, deif Ausdruck 




m^ 



— 6^ sin^ 9 d(p 
gleich ist. Da endlich die reciproke Excentricität 

1 = _^ : l/ZZ"? = ± . ..« yr- m^ = 1 • Vi 

s 2m V 4m^ 4 2m 2m 

ist, so hat man bewiesen, dass Ellipse und Hypocykloide den näm- 
lichen Inhalt und den nämlichen Umfang haben. Beide, sonst so ver- 
schiedene Kurven gehen in einander über für den Fall m = 1 , denn 

alsdann wird die Ellipse zu einem Kreise vom Halbmesser ^ , und 

ein Gleiches gilt von der cyklischen Kurve; die jetzt geltende Gleichung 

r==^a cos V 
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.y 



spricht doch nur den plani metrischen Lehrsatz aus, dass der Peripherie- 
winkel im Halbkreis ein rechter ist.* 

Während bislang die Übereinstimmung der beiden ins Äuge ge- 
fassten Kurven eine direkte war, so dass dieselben bei sonstiger Ver- 
schiedenheit doch in der Bogenlänge oder iui Inhalt oder endlich in 
beiden sich glichen, reicht eine andere, und zwar in gewissem Sinne 
die umgekehrte Fragestellung in eine noch frühere Zeit hinauf. Man 
kann nämlich auch versuchen, Kurven aufzufinden, welche in der Art 
sich entsprechen, dass der Flächeninhalt der einen zu der Bogenlänge 
der anderen in einem einfachen arithmetischen Verhältnis stehe. Der 
holländische Mathematiker van Heuraet hat die hiermit angedeutete 
Frage in einem kurzen, der berühmten „Geometria" von Cartesius 
einverleibten Schreiben sehr allgemein gelöst und durch seine Lösung 
die bereits von Hobbes (s. o.) 
erschütterte Meinung, dass krum- 
me Linien nicht rektifikabel 
seien, endgiltig beseitigt. Mon- 
tucla giebt^^) die folgende Be- 
schreibung von dem Wesen der 
Methode van Heuraets. Es 
sei YOX (Fig. 4) ein recht- 
winkliges Koordinatensystem , 
HD eine darauf bezogene Kurve, 
welche von der Abscissenaxe im 
Punkt H geschnitten wird. PD 
sei eine beliebige Ordinate, und 
in D werde zur Kurve die Nor- 
male gezogen, welche OP in Ä 



Fig. 4. 




* Der aJte eingewurzelte Irrtum, dass man aus der Länge der Begrenzung 
irgend eines Flächenstückes auf dessen Grösse schliessen könne , beherrschte , wie 
aus den eingehenden Nachweisungen von M. Cantor^^^) sich ergiebt, grosse Zeit- 
räume. Das oben erörterte Beispiel thut recht schlagend dar, welch' grosse ge- 
staltliche Verschiedenheiten selbst bei Figuren möglich sind, welche centrisch- 
regelmässig gebildet sind und gleichen Umfang wie auch gleichen Flächeninhalt 
besitzen. Mathematisch Gebildeten konnte dieses Verhältnis natürlich von vorn- 
herein nicht entgehen, allein es erschien um deswillen notwendig, den wahren 
Sachverhalt mit einigen Worten klarzulegen, weil die vergleichende Erdkunde 
seit Ritters Zeiten an der irrigen Auffassung festhält, durch blosse Kenntnis 
der Küstenlänge und des Flächeninhaltes isolierter Erdteile (Inseln) vermöge man 
zu Anhaltspunkten für die Feststellung des an sich vagen Begriffes der „Küsten- 
entwickelung" zu gelangen. 
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schneidet, unter m irgend eine willkürliehe Strecke von konstanter 
Länge verstanden, bestimme man n aus der Proportion 

PD:AD = m:n 

und trage von P aus auf PD eine Strecke PE gleich n ab. Denkt 
man sich diese Operation für einen jeden Punkt der zuerst gegebeneu 
Kurve durchgeführt, so erfüllen alle die so erhaltenen Punkte E eine 
neue Kurve, deren Flächeninhalt gleich der Bogenlänge der ersteren, 
multipliziert mit m, sein wird. Entspricht z. B. in unserer Figur dem 
Punkt H der Punkt F^ so wird das gemischtlinige Trapez HDEP* 
gleich m a,rc HD. Van Heuraet führte den Beweis für die Richtig- 
keit seiner Behauptung in der Weise, dass er ein Linienelement Dd 
der Tangente DL herausgriff und durch d die Gerade be parallel zu 
liE zog, um das Flächenelement PEeb unmittelbar zu berechnen. 
Wir würden mit unseren Mitteln die Identität 



-/K^i)'^'-»/ 



AD 

y 



dx 



am einfachsten dadurch feststellen, dass wir zur Rechten den be- 
kannten Wert der Normalen AD als Funktion von y und rc, resp. 
von deren Differentialquotienten einsetzten. 

Es kommt bei diesem Verfahren ersichtlich besonders darauf an, 
dass die aus der vorgelegten abgeleitete zweite Kurve eine einfache 
Quadratur zulässt. Als eine solche Kurve stellt sich bekanntlich die 
gleichseitige Hyperbel dar; ging man vor ihr aus und legte den ge- 
kennzeichneten Weg in umgekehrter Ordnung zurück, so nahm man 
wahr, dass aus der Quadratur jenes Spezialfalles der Hyperbel mit 
Notwendigkeit die Rektifikation der Parabel sich ergebe. Guido Grandi 
hat seinem geometrischen Hauptwerke einen dieses Verhältnis klar- 
legenden Anhang beigegeben^*), betitelt: „De methodo, curvas in- 

numcraSy praesertim Para- 
bolaSy et Hyperbolas dime- 
tiendiy et rectificandi^'-^ da 
seine Auffassung von jener 
van Heuraets einiger- 
massen abweicht, so wird 
es sich empfehlen, einen 
Augenblick bei derselben 
zu verweilen (Fig. 5). ^^Sit 
una curva quaevis ADJS, 
rectis JCA et BZ ad basim 



Fig. 5. 




fFA 



• • 
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CJB perpendicularibus intercepta, et ex quHmslibet ejus 2), d actis DEH, 
deh basi pariter normalüms, nee non tangentibm FDG^ fdg inter extre- 
mas perpendiculares terminatis, ponatur tibilibet EH aeqtialis FG^ eh 
aequälis fg^ quousque per puncta H, h^ sie determinata transeat curva 
JHh. DicOj spatium curva JHh, rectisque JC, EB, BZ comprehensum 
aequari rectanguh ex eadem CB in correspondentem arcum J. JS." Hiervon 
wird dann^^) in sehr ausgedehntem Masse Anwendung gemacht auf die 
Vergleichung von Parabel und Hyperbel. Bezeichnet man, der Verifizie- 
rung halber, den Winkel CFG mit 9, so ist 

dy 
dy . dx 



l/>+(S) 



und FG = EH w^ird sonach durch den Ausdruck 



dy 

gegeben sein. Der Flächeninhalt der Kurve JH^ die üblichen Grenzen 
vorausgesetzt, ist gleich 

J^EH.dy^Bcjyi + i^ffd., 

und damit ist die von Grandi dem van Heuraet sehen Lehrsatz er- 
teilte Fassung erhärtet. 

Man sieht, dass diese Betrachtungen über Kurven -Analogie schon 
an der Grenze jenes Gebietes stehen, auf welches wir unsere eigenen 
Nachsuchungen einschränken zu wollen erklärt haben. Wird doch hier 
bereits darauf hingearbeitet, nach bestimmten und scharf umgrenzten 
Prinzipien aus einer gegebenen Kurvengattung andere Gattungen heraus 
zu entwickeln: das weite Feld der Kurven -Transformation ist damit 
betreten. Jedenfalls verdiente dieser eigenartige Ideenkreis an diesem 
Orte eine bevorzugte Stelle, und auch sonst wäre er würdig, ein- 
gehenderer Berücksichtigung teilhaftig zu werden, wie es denn mit 
Dank anzuerkennen ist, dass wenigstens einer der hervorragenden 
neueren Geometer dieses Verfahren wieder zur .Ehre zu bringen ver- 
sucht hat, nämlich Sturm.^^ 

Die durch van Heuraet ans Licht gezogene interessante Beziehung 
zwischen den beiden ins unendliche verlaufenden Kegelschuitten bot 
der Betriebsamkeit der nächsten mathematischen Generation reichen 
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Fig. H. 




StofiF dar. Konnten auch keine Entdeckungen von grundlegender Be- 
deutung mehr auf diesem Gebiete gemacht werden, so lag doch die 
Veranlassung vor, für jene Relation die eleganteste und bequemste 
Form zu finden und dieselbe, nach Art der Zeit, für eine Menge ver- 
schiedenartiger Einzelaufgaben zu verwerten. In diesem Sinne sind vor- 
nämlich Johann Bernoulliund sein Schüler L'Hopitalthätig gewesen. 

Der Erstere stellte den folgenden, für die 
Anwendung sehr bequemen Satz auf r^'^) Sind 
auf ein und dasselbe Koordinatensystem 
YOX (Fig. 6) eine Parabel Ox und eine 
gleichseitige Hyperbel Dy so bezogen, dass 
ihre Scheitel und D auf der Ordinaten- 
axe liegen und dass zugleich diese letztere 
j^ beide Kurven halbiert, so hat ein von zwei 
beliebigen Hyperbel -Ordinaten eingeschlos- 
senes gemischtliniges Trapez CD^FE die Eigenschaft, einem Rechtecke 
gleich zu sein, dessen eine Seite die reelle Halbaxe OD, dessen andere 
Seite der in eine Gerade verwandelte parabolische Bogen AB ist, 
welcher in das Innere jenes Trapezes hineinfällt. Dieses Lehrsatzes, 
oder doch wenigstens einer unwesentlichen Abänderung^ desselben be- 
diente sich L*H 6 p i t a 1 bei Lösung 
der von ihm zuerst gestellten Auf- 
gabe (Fig. 7): yJJne parabole NGS 
ctant donne avec un de ses arcs 
MN; trouver un autre arc BS qui 
soit ä Tarc MN, en raison donnee 
de nombre en nomhre^^?^) L'Hopi- 
tal verzeichnet nicht den von 
Bernoulli gewählten, sondern 
den gegenüberliegenden Hyper- 
belzweig xAy^ unter CA die 
halbe grosse Axe verstanden, 
zieht sodann durch M und If 
Parallele zur grossen Axe, welche die Scheiteltangente der Parabel 
in P und (), die Hyperbel in T und U schneiden, und erhält so 

nach Bernoulli 

Trapez PQ UT=CA. arc par. MN. 

Hierauf konstruiert er ein Trapez P'Q'IJ'T^ von der Beschaffenheit, 

dass, unter m und n irgendwelche ganze Zahlen verstanden, 

Trapez FQ f/T: Trapez P'Q' VT = m:n 
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wird und verlängert schliesslich die Ordinaten TP und C/'^, bis sie 
die Parabel resp. in 2? und S schneiden. Da nunmehr auch die Identität 

Trapez PQ' Ü'T = CA . arc par. RS 

stattfindet, so besteht auch, worauf L'Hopital eben abzielt, die durch 

die Proportion ,_,^ ^^ 

arc par. MJS : arc par. Jio = m:n 

charakterisierte Beziehung zwischen den beiden Parabelbögen. 

Hier wäre, wenn wir uns die Berücksichtigung aller in dies Ge- 
biet einschlagenden Untersuchungen zur Pflicht gemacht hätten, Ver- 
anlassung gegeben, auf Jacob Bernoullis „parabolische Spirale" näher 
einzugehen. Dieselbe wurde recht eigentlich als Musterbeispiel für 
eine Gattung von Kurven erdacht, bei denen sich die beliebig heraus- 
gegriflfenen Bögen vergleichen und in messende Beziehung setzen 
lassen, ohne dass es erforderlich wäre, elliptische und hyperbolische 
Bögen als Zwischenmittel der Vergleichung zu wählen. Da jedoch 
diese Untersuchungsreihe, in welcher auch der Keim der berühmten 
Lehrsätze von Fagnano und Euler über das Additionstheorem der 
elliptischen Integrale gesucht werden kann, in dem grossen Werke 
von Enneper'^^) eine mustergiltige Schilderung erfahren hat, so be- 
gnügen wir uns, auf diese letztere aufmerksam zu machen. Wie der 
Verfasser aus dem kürzlich publizierten Katalog der von M. Chasles 
nachgelassenen Bibliothek ersieht, hat auch James Booth die para- 
bolische Spirale in einer besonderen Abhandlung näher untersucht. 

Wir gelangen nun zu einer selbständigen und vielfach interes- 
santen Theorie, welche mit der soeben erörterten Analogie zwischen 
Hyperbel und Parabel in allernächstem Kontakt steht. Jedes Flächen- 
stück, unter dessen Begrenzungslinien irgend ein Bogen einer als 
gleichseitig vorausgesetzten Hyperbel vorkommt, ist bekanntlich eine 
logarithmische Funktion der anderen Bestimmungsstücke, und ein 
Gleiches gilt demgemäss auch für einen jeden Bogen der apollonischen 
Parabel. Dass die sogenannten natürlichen Logarithmen graphisch 
durch hyperbolische Flächenräume dargestellt werden können, wusste 
man seitMercator oder eigentlich schon seit Gregor von St. Vincent; 
es musste nun sehr nahe liegen, die hyperbolischen Flächen durch 
parabolische Längen zu ersetzen, und damit war man zu den para- 
bolischen Logarithmen gelangt. Der uns bereits bekannte Brendel 
war der Erste, welcher den im Vorstehenden skizzierten Gedanken 
praktisch zu verwirklichen sich bemühte und in zwei üniversitäts- 
programmen die neue Lehre systematisch darstellte; es sind dies der 
Commentariolus I und der Commentariolus II „c?e logarifhmis ^^ara- 
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bolicis^^.^) Der bereits in der Abhandlung über die Analogie von 
Parabel und Spirale hervortretende Umstand, dass Brendel seine eigenen 
Darstellungen stets auf das engste an die Behandlungsweise seines 
Vorbildes anzuknüpfen suchte*, hat nun freilich zur Folge gehabt, 
dass erstens die Darstellung eine sehr schwerfällige und unklare wurde, 
und dass zweitens Irrtümer mit unterliefen, welche den angestrebten 
Zweck der Arbeit nicht erreichen liessen. Die höchst originelle kine- 
matische Exhaustionsmethode Gregors zu handhaben, war eben nicht 
jedermanns Sache. Dass Brendel zu seinem Vorhaben teilweise auch 
durch eine verwandten Gegenständen zugewandte Abhandlung von 
Knutzen** bewogen ward, glauben wir aus dem Umstände schliessen 
zu sollen, dass in jener ein gewisser Kunstausdruck vorkommt, der 
anscheinend von Knutzen aufgebracht und von Brendel angenommen 
ward, in anderen litterarischen Produkten jenes Zeitraumes uns dagegen 

nicht begegnet ist. 

Es ist dies der Begriff 

„ asymptotischer " Para- 
beln, von welchen im 
ersten der beiden genann- 
ten Programme ausschliess- 
lich die Rede ist. In Fig. 8 
sind zwei solche asympto- 
tische Kurven gezeichnet, 
welche ilire Scheitel resp. 
in A und C haben. Die 
Axenrichtung ist för beide 
Parabeln die gleiche, eben- 
so der Parameter, so dass 




* Selbst bei physiologischen Untersuchungen, z. B. in den Aufsätzen „Pro- 
gramma Glohulorum sanguinis Leeuwenhoekianorum rationes sextv/plas eocpendens^' 
und „De pulsu feMW^^) werden Sätze aus Gregors „Quadratura circuli etc." 
von Brendel zu Grunde gelegt, die sich zunächst allerdings auf die Koordinaten- 
darstellung der Pulsfrequenz u. dergl. beziehen. 

** Knutzen, der Lehrer Kants, über dessen Leistungen auf dem Gebiete der 
Astronomie, Physik und Mathematik man die sorgfältige Biographie von Erd- 
mann^^) vergleichen möge, untersuchte*') die von ihm als „paraholae para- 
metrdles'^ bezeichneten und in der Gleichung 

begriffenen algebraischen Kurven , welche man jetzt als Parabeln höherer Ordnung 
zu bezeichnen pflegt. Lidem er die gestaltlichen Verhältnisse dieser Linien mit 
jenen der apollonischen Parabel verglich, gelangte er eben zu dem oben erwähnten 
Begriffe. asymptotischer Parabeln. 
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also, wenn wir etwa die Scheiteltangente xy der ersten zur Ordinaten- 
axe, die gemeinsame Axe zur Abscissenaxe eines rechtwinkligen 
Systemes nehmen, die beiden Kurven resp. durch eine der beiden 
folgenden Gleichungen {AC=^h gesetzt) ausgedrückt sein würden: 

Brendel wählt nun auf der Axe willkürlich die Punkte c, d, er- 
richtet in denselben Senkrechte bis zum Durchschnitt mit der Parabel 
in /*, g und konstruiert alsdann Parabeln, welche zu den früheren 
ähnlich liegen und auch den gleichen Parameter haben, während ihre 
Scheitelpunkte die soeben erhaltenen Durchschnittspunkte /", g sind. 
Diese neuen Parabeln schneiden die Parabel des Scheitels C in Z und 
F; zieht man durch f uud g Parallele zur Parabelaxe, durch Z und V 
dagegen Parallele zur Scheiteltangente xy^ so durchschneiden sich 
diese Parallellinien bezüglich in F und (r. Der geometrische Ort 
dieser Schnittpunkte ist nach Brendel^) eine gleichseitige Hyperbel, 
welche die Geraden AC und xy zu Asymptoten hat. Von dieser 
Hyperbel und von ihrem Verhalten zu den beiden Parabeln wird nun- 
mehr von Brendel Verschiedentlich es ausgesagt, was an sich nicht 
ohne Interesse ist, an diesem Orte jedoch nicht Gegenstand eingehender 
Berichterstattung zu sein braucht. 

Nunmehr aber schleicht sich in Brendels Untersuchung, sowie 
er sich beim Beginne des zweiten Programmes zu den parabolischen 
Logarithmen selbst wendet, ein sonderbarer und für die folgenden 
Teile verhängnisvoller Fehler ein, der ihm zweifellos nicht begegnet 
wäre, wenn er seine Sätze auch analytisch geprüft und sich nicht 
ausschliesslich aufsein rein geometrisches Verfahren verlassen hätte. Die 
erste Proposition im zweiten Abschnitte hat nämlich den folgenden 
Wortlaut^^): y^Si äbscissae parabolae inde a vertice, capiantur in serie 
geometrica: arcus respondentes itidem in serie geometriea erunf}^ Dass 
dies nicht richtig sein kann, folgt für uns sofort aus dem bekannten 
Ausdrucke für den parabolischen Scheitelbogen 

« -p [log (i/| + 1 + i/D +} nw+v)\ ■ 

Allerdings wird die Behauptung auch durch einen Beweis zu 
stützen versucht, allein bei diesem wird die noch sonderbarere Voraus- 
setzung zu Grunde gelegt, dass die Evolute einer Parabel eine zu 
derselben asymptotisch liegende Parabel sei. Bei rechnerischer Nach- 
untersuchung hätte sich natürlich herausstellen müssen, dass der geo- 
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metrische Ort für die Kriimmungsmittelpunkte einer Parabel nicht wie- 
der ein Kegelschnitt, sondern eine Kurve dritter Ordnung ist, welcher 
die Gleichung 

zukommt.* ^^) 

Gestützt auf seine unrichtige Prämisse, zieht nun Brendel eine 
Reihe von richtigen Schlüssen, deren Ergebnis sonach freilich auch 
nicht anders als falsch ausfallen kann. Unter der Annahme, dass Ac 
und Ad (Fig. 8) zwei aufeinanderfolgende Glieder in der Reihe der nach 
geometrischer Progression fortschreitenden Äbscissen sind, ohne Rück- 
sicht auf deren Platz in der Reihe, bestimmt er den Flächeninhalt des 
krummlinigen Viereckes fgVZ und findet, dass derselbe ein konstanter 
sei. Sodann verbindet er resp. V und Z mit A durch je eine Parabel, 
welche xy zur Scheiteltangente, AC zur Axe hat (in der Figur ist 
das durch diese Parabeln gebildete Dreieck schraffiert dargestellt) und 
beweist die Gleichheit 

krumml. Dreieck AVZ = krumml. Viereck fgVZ. 

Damit ist denn die nach Brendels Meinung bestehende Analogie 
zwischen dem bekannten asymptotischen Räume der gleichseitigen Hy- 
perbel und dem hier definierten asymptotischen Räume der Parabel 
hergestellt; unter letzterem wird im allgemeinen die ins Unendliche 
sich erstreckende ringförmige Fläche zwischen den beiden asympto- 
tischen Kurven verstanden. Man weiss, dass, wenn von zwei Punkten 
einer gleichseitigen Hyperbel Senkrechte auf eine Asymptote gefällt 
und sodann beide Punkte mit dem Centrum der Kurve verbunden 
werden, das zuerst entstandene gemischtlinige Trapez dem nachher 
gezeichneten gemischtlinigen Dreieck gleich ist; ebenso ist bekannt, 
dass diese Figuren einen konstanten Flächeninhalt besitzen, wenn die 
auf der Asymptote genommenen Äbscissen in einer geometrischen Reihe 
fortschreiten. Diese Beziehungen suchte nun sämtlich Brendel von 
der Hyperbel auf die Parabel zu übertragen, und man muss zuge- 
stehen, dass ihm dies aufs trefflichste gelungen wäre, wenn die oben 
angeführten Lehrsätze richtig wären. Dies ist nicht der Fall, allein 
trotzdem darf der Versuch, eine vollständige Analogie zwischen 
den asymptotischen Räumen von Hyperbel und Doppel -Parabel her- 



* Jene Kurve, welche die von unserer Vorlage der Parabel fälschlich zu- 
geschriebene Eigenschaft thatsächlich besitzt, ist ebenfalls bereits Gegenstand 
der Untersuchung gewesen. ^^) Dieselbe ist, wie sich voraussehen lässt, traiis- 
scendent und erfordert zum wirksamen Studium ihrer Eigenschaften die Hyperbel- 
funktionen. ^®) 
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zustellen, als eine beachtenswerte Spezialität jenes Untersuchnngs- 
gebietes herausgehoben werden, mit welchem es dieses einleitende 
Kapitel zu thun hat. Wird jene Parabel der ganzen Schar konstruiert, 
welche durch C hindurchgeht, und zugleich eine zweite, zu ihr sym- 
metrisch gelegene, auf der anderen Seite, so entsteht ein „parabo- 
lisches Parallelogramm'' ABGL^ welches für das von Brendel aus- 
gedachte Logarithmensystem charakteristisch ist. Im Schlusssatze wird 
nämlich ausgesprochen**^): „If/s tandem elucesdt, parabölas asymptotos 
ectyptim esse posse pleni absolutique systematis loganthmid^ ^mtiaque 
asymptotica^ arcuum paraboUcorum exhibere logarithmos, Modulus syste- 
fnatis erit parallehgrammum paraboUcum ABCLy in usrnn logarithniortmi 
tum naturaiium, tum artificialiumJ^ Je nachdem man also die Scheitel- 
distanz der beiden Parabeln wählte, könnte man auch ein jedes be- 
liebige logarithmische System graphisch zum Ausdruck bringen.** 

Neben dieser Methode, welche sich auf asymptotische Parabeln 
und die zu diesen gehörige ,yhyperbola moderatrix^' gründet, gab Brendel 
noch eine zweite zur Bestimmung parabolischer Logarithmen an. Er 
bestimmte zunächst die Länge CC -= CC" (Fig. 8) jener Senkrechten, 
welche in C auf der Axe bis zur Parabel hin errichtet werden kann; 
es ist CC'-(7(7"==2VVrf. Nunmehr dachte er sich in (7' und (7" je 
eine Berührende an die äussere 
Parabel gezogen ; sollen diese beiden 
Berührenden einen rechten Winkel 
mit einander einschliessen, so muss 




2rf=2)/pd, tP=j)d, d^p 

sein. Diesen Unterfall sehen wir 
dargestellt in Fig. 9, deren Buch- 
staben möglichst denen des Ori- 
ginals konform gewählt wurden. 

* Auf dieses Theorem Brendels ist vom Verfasser bereits früher hinge- 
wiesen worden*^), indess war damals noch nicht eruiert, was durch die Schilde- 
rung der letzten Seiten wohl ausser Zweifel gesetzt ist, dass nämlich jener Satz 
ein unhaltbarer ist. Im Übrigen giebt die a. a. 0. gegebene Darstellung ein ge- 
drängtes aber treues Bild vom Inhalte der Brend eischen Theorien. 

** Von den zahlreichen Einzelsätzen, die zur Vorbereitung dienen, sei nur 
einer erwähnt. Zieht man senkrecht zur Axe durch V und Z die Sehnen EM und 
SN der äusseren Parabel, welche die Axe selbst in D und E treffen, so gilt**) 
die Proportion ÄD: AE=SZ -.Bv". 

Durch dieselbe ist auch ausgesprochen, dass beide Parabeln in der That erst 
in der Unendlichkeit zusammentreffen. 

Gttnther, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 2 
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A ist der Schnittpunkt zweier rechtwinkligen Geraden Ax^ Ay^ C und 
B sind die Scheitel zweier asymptotischen Parabebi, und zwar Ut 
AC-^CB: In diesem Falle berühren Ax und Ay die äussere Parabel 
in zwei Punkten B und S so, dass die Verbindungslinie BS zugleich 
Scheiteltangente der inneren Parabel wird. Jetzt endlich wird eine 
gleichseitige Hyperbel xBy gezogen, welche Ax und Ay zu Asymptoten, 
den Punkt B dagegen zum Scheitel, eine Streck^ =2|) zur halben 
Axe hat.*^) Damit ist also die Aufgabe gelöst, welche von Brendel 
(a. a. 0.) mit den Worten formuliert wird: jy Trans formandae tandem 
sunt parabolae asymptoti in hyperbolam intra asymptotosJ^ Ist bis hier- 
her alles klar imd in Ordnung, so scheint, soweit man bei der Kürze 
und Dunkelheit der folgenden Darlegung schliessen kann, jetzt aber- 
mals ein Irrtum mit untergelaufen zu sein. Es werden zu BS zwei will- 
kürliche Parallelsehnen (Fig. 9) gezogen, welche Asymptote, Hyperbel, 
äussere und iimere Parabel resp. in den vier Punkten i, IT, JT, F 
und iV, J^ M^ G schneiden, und dann fährt Brendel fort*^): ,,Posterioris 
hujus areae dsymptoticae HL NJ, acquales sunt areis pardbolicis FKMG .... 
Bationes igitnr in asymptotis hyperhölae proportionales erunt arcubus para- 
holidSj qui areis Ulis respondent: adeoque reduci- ad logarithmos hyperbolicoSj 
tandemque ad Briggianos paraboUci possuntJ^ Auch hier trifft die, 
freilich auch beweislos gelassene Voraussetzung nicht zu, dass die 
Trapeze FKMG und HLNJ den gleichen Flächeninhalt besitzen. 
Ersteres kann dargestellt werden als Summe resp. Differenz gewöhn- 
licher parabolischer Segmente, wie sie bereits von Archimedes quadriert 
wurden, und ist deshalb unter allen Umständen eine algebraische 
Funktion, wogegen bei der Berechnung von HLNJ ebenso notwendig 
Logarithmen auftreten müssen. Es ist mithin auch dieser Versuch 
als gescheitert zu betrachten, und obwohl demgemäss auf den deutschen 
Mathematiker das Verdienst zurückzuleiten ist, die Frage nach der 
Existenz und dem Wesen parabolischer Logarithmen angeregt und die 
Möglichkeit solcher sehr wahrscheinlich gemacht zu haben ^ so waren 
dieselben doch noch weit davon entfernt, als feste mathematische Be- 
griffe gelten zu können. 

Vollständiges Bürgerrecht erlangten die parabolischen Logarith- 
men erst durch einen hervorragenden englischen Forscher der Neuzeit, 
James Booth, der von seinem deutschen Vorläufer freilich nichts 
gewusst zu haben scheint, dessen eigene bedeutende Arbeiten jedoch 
ebenfalls nur sehr wenig bekannt geworden zu sein scheinen, so dass 
grössere Verbreitung und auch Vervollständigung derselben, wie sie 
die vorliegende Schrift anstrebt, dringend zu wünschen ist. Es ist 
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nicht ohne Interesse, den Weg geschichtlich zu verfolgen, auf welchem 
Booth zur selbständigen Konception des Begriffes parabolischer Loga- 
rithmensysteme gelangt ist, um so mehr, da Betrachtungen über Kurven- 
Analogie den eigentlichen Anstoss für ihn gegeben haben. Er stellte 
sich nämlich die Aufgabe, diejenigen Kurven doppelter Krümmung 
aufzufinden, welche in allen ihren Eigenschaften als die räumlichen 
Analoga der ebenen Kegelschnitte angesehen werden könnten. Nach- 
dem er zuerst in den Durchdringungskurven eines Kegels zweiter Ord- 
nung mit einer koncentrischen Kugelfläche das Gewünschte gefunden 
zu haben glaubte, störte ihn die Thatsache, dass gerade die charakte- 
ristischen gestaltlichen Merkmale von Ellipse, Parabel und Hyperbel 
auf der Sphäre verloren gehen; er forschte also weiter und fand sich 
endlich betreffs der Ellipse befriedigt durch die Schnittlinie eines 
elliptischen Cylinders mit einem die nämliche Axe besitzenden Rotations- 
paraboloid. Diese Erzeugungsweise dehnte er sodann auch auf die 
Hyperbel aus: ,,//* a right cylindef'^^, sagt er,**) „standing on a plane 
hyperbola as a base, he sttbstituted for the elliptic cylinder^ the curve of 
intersecHon may be named the hgarithmic hyperbola, It will have four 
infinite brancheSy whose asymptots will be the infinite arcs of two egal plane 
parabölas, These curve y and not the spherical ellipse^ is the true ana- 
logue of the common hyperbola/^ 

In einer zweiten, äusserst umfangreichen Monographie*^) sucht 
nun Booth mit Glück den Nachweis zu führen, dass seine neuen 
Raumkurven, welche er y,hyperconic sections^^ nennt, sich vorzüglich 
eignen zur geometrischen Darstellung der elliptischen Integrale, ja dass 
überhaupt sämtliche Gattungen der elliptischen Integrale — noch dazu 
bei ganz willkürlicher Grösse des Parameters resp. Moduls — durch 
die Durchdringungskurven zweier Quadriflächen zu repräsentieren sind. 
In der genannten Abhandlung finden sich nun aber auch die Keime 
vor zu jenen Untersuchungen, mit welchen wir weiterhin uns eingehend 
zu beschäftigen haben werden. Die ersten Anklänge an die wirklichen 
parabolischen Logarithmen erkennen wir da, wo Booth *^) aus dem 
Brennpunkt einer gewöhnlichen sphärischen Parabel auf einen berühren- 
den Hauptkreis eine Senkrechte fällt und das zwischen dem Puss- 
punkt des Lothes und dem Berührungspunkt enthaltene Stück der sphä- 
rischen Geraden berechnet. Er bedarf dabei der wichtigen Substitution 
sin^^itang^ und gelangt endlich zu einer fundamentalen Relation, 
welche durch die Identität 

rdv _ rdv' rdt 

J cost» J cosv' J cosr 

2* 
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aasgesprochen ist.^'') Auf diese begründet er sodann jene originelle 
symbolische Geometrie auf der Parabel, welche genau zu schildern und 
zugleich auf ihren wahren Charakter zu prüfen dem vierten und fünften 
Kapitel vorbehalten bleiben soll. 

Ehe wir jedoch hierzu übergehen, wird es angezeigt sein, uns mit 
einem für diese Theorie geradezu unentbehrlichen Instrument der ana- 
lytischen Forschung vertraut zu machen. Die Lehre von den Hyperbel- 
funktionen, welche sich dem Principe nach freilich mit der Theorie 
der cyklischen Funktionen complexen Arguments deckt, ist leider noch 
viel zu wenig eingebürgert, als dass wir nicht eine kurze Zusammen- 
stellung der für uns wichtigsten Sätze geben sollten. Wir dürfen dies 
auch um so eher, als die im nächsten Kapitel vorgetragene kurze 
Theorie in Form und Anlage von den sonst üblichen Methoden der 
Behandlung durchaus abweicht. 



1) Ideler, Über eine griechische Inschrift mathematischen Inhaltes, Monatl. 
Eorresp. z. Beförd. d. Erd- und Himmelskunde, 23. Band, S. 267 flgg. 

2) Buzengeiger, Anmerkung zu der griechischen Inschrift, ibid. 24. Band, 
S. 172 ß^gg. 

3) Zanotti, Sur les figures et les solides circonscrits au cercle etäla Sphäre, 
Histoire de TAcad. Royale de Sc, Annäe 1748, S. 613 flgg. 

4) Kästner, Geometrische Abhandlungen, 2. Samml., Göttingen 1791, S. 90 ügg. 
6) P. Gregorii aStoVincentio opus geometricum quadraturae circuli et 

sectionum coni, decem libris comprehensum, Antverpiae 1647. 

6) Kästner, Geschichte der Mathematik, 3. Band, Göttingen 1799, S. 231. 

7) Chasles, Geschichte der Geometrie, hauptsächlich mit Rücksicht auf 
die neueren Methoden, deutsch von Sohncke, Halle 1889, S. 89. 

8) Huygens et Roberval; documents nouveaux par C. Henry, Paris 
1879, S. 39. 

9) Oeuvres de Blaise Pascal, ed. La hure, Tome IL, Paris 1858, S. 622 flgg. 

10) Poggendorff, Biographisch - literarisches Handwörterbuch, 1. Band, 
Leipzig 1862, S. 1116. 

11) Oeuvres de Pascal, S. 635. 

12) Brendel, Opuscu]orum mathematici et medici argumenti pars I, Got- 
tingae 1769, S. 1 flgg. 

13) Rondet, Preface ä la Suite de l'Analise des infiniment Petits, par 
M. Stone, ä. Paris 1739, S. 45. 

14) Brendel, S. 21. 

15) Ibid. S. 22. 

16) Ibid. S. 23 flgg. 

17) N. Fuss, De innumeris curvis algebraicis, quarum longitudinem per arcus 
hyperbolicos metiri licet, Acta Acad. Imp. Petrop., tom XIV, S. 613. 

18) F. Müller, Studien ßber Mac Laurins geometrische Darstellung ellip- 
tiBcher Integrale, Berlin 1876, S. 16. 



/ 



Ältere und neuere Untersuchungen über Kurven -Analogie etc. 21 

19) Kiepert, Über Kurven, deren Bogen ein elliptisches Integral erster 
Gattung ist, Sitzungsber. d. natnrforsch. Gesellsch. z. Freiburg i. B. Jahrg. 1876, S. 1 figg. 

20) Schwering, Über eine Art Kurven, deren Bogen durch ein elliptisches 
oder hyperelliptisches Integral erster Grattung ausgedrückt wird , Zeitschr. f. Math, 
u. Phys. 25. Jahrg. S. 234 ügg. 

21)Duräge, Über eine besondere Art cyklischer Kurven, ibid. 9. Jahrg. S. 209. 

22) Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, 1. Band, Leipzig 
1880, S. 146 flgg. 

23) Montucla, Histoire des Mathdmatiques, tome IL, ä Paris 1758, S. 137. 

24) G. Grandi, Quadratura circuli et hyperbolae, per infinitas hyperbolas, 
et parabolas quadrabiles geometrice exhibita, Pisis 1710, S. 77 flgg. 

26) Ibid. S. 81. 

26) Sturm. Cours d'analyse de T^cole polytechnique , ed. Prouhet, tome L, 
Paris 1863, S. 197. 

27) Joh. Bernoulli, Opera omnia, ed. Gramer, Genevae 1744, S. 242. 

28) L'Hospital, Traite analytique des sections coniques et de leur usage pour 
la resolution des equations dans les Probl^mes tant d^terminez, qu'ind^terminez, 
ä Paris 1707, S. 382 

29) Enneper, Elliptische Funktionen; Theorie und Geschichte. Halle 1876, 
S. 472 ügg. 

30) Brendel, S. 32 flgg. u. 39 flgg. — Ibid. S. 107 flgg. 

31) Ibid. S. 136 flgg. u. 144 flgg. 

32) Erdmann, Martin Knutzen und seine Zeit. Ein Beitrag zur Geschichte 
der Wölfischen Schule und insbesondere zur Entwickelungsgeschichte Kants, 
Leipzig 1876, S. 52 flgg. 

33) Knutzen, Theoremata nova de parabolis infinitis eadem parametro et 
circa eundem axim descriptis, Acta Erudit. Lips. 1737, S. 461 flgg. 

34) Brendel, S. 38. 
36) Ibid. S. 39. 

36) Hoüel, Cours de calcul infinitesimal, tome IL, Paris 1879, S. 53. 

37) Fischer, Über verschiedene Arten, die Logarithmen geometrisch dar- 
zustellen, Abhandl. d. k. Akad. zu Berlin, Math.- phys. Klasse, 1804 — 11, S. 1 ügg. 

38) Günther, Die Lehre von den gewöhnlichen und verallgemeinerten Hyperbel- 
funktionen, Halle 1881, S. 240. 

89) Ibid. S. 200 ügg, 

40) Brendel, S. 43. 

41) Ibid. S. 36. 

42) Ibid. S. 38. 

43) Ibid. S. 44. 

44) Booth, The Theory of EUiptic Integrals and the Properties of Surfaoes 
of the Second Ordre, applied to the investigation of the motion of a body round 
a fixed point, London 1851, S. 159. 

45) Id., Besearches on the Geometrical Properties of Elliptic Integrals, Philosoph. 
Transact. of the Royal Society of London, 1852, S. 311 flgg. 

46) Ibid. S. 329. 

47) Ibid. S. 368. 



Zweites Kapitel. 

Die Hyperbelfanktionen und ihre Yerwendung zur Parameter- 
Darstellung von Kurren. 

Dieses Kapitel ist wesentlich als eine Einschaltung anzusehen, 
dazu bestimmt, die Kenntnis eines analytischen Hilfsmittels zu 
vermitteln, welches im Folgenden sich als unentbehrlich heraus- 
stellen wird. Eine eingehende Theorie der unter dem Namen „Hy- 
perbelfanktionen" selbständig behandelten goniometrischen Funktionen 
von imaginärem Argumente soll allerdings hier nicht vorgetragen 
werden j und zwar schon aus dem Grunde nicht, weil betreffs einer 
solchen auf eine unlängst erschienene ausführliche Arbeit des Ver- 
fassers verwiesen werden kann.^) Gleichwohl müssen wir auch an 
dieser Stelle dem Gegenstande näher treten, wenn die nachfolgenden 
Kapitel ein einheitliches Gepräge erhalten sollen. Denn wenn gegen- 
über den Hyperbelfanktionen als solchen geltend gemacht werden 
sollte, man bedürfe solcher neuer Algorithmen nicht, vermöge vielmehr 
mittelst Kombination von Exponentialfanktionen die gleichen Zwecke 
zu erreichen, so ist dem zu erwidern, dass bis zu einer gewissen 
Grenze hin dieser Ersatz allerdings möglich ist^ wenn auch auf Kosten 
der Übersichtlichkeit und Symmetrie der Formeln.* Von dem Augen- 
blicke an jedoch, wo für die Untersuchung eine Verbindung jener 
Grössen erforderlich wird, welche wir sehr bald als gemeinsamen und 
transscendenten Winkel kennen lernen werden, von diesem Augenblicke 
an ist die Gleichberechtigung der Kreisfunktionen mit den Hyperbel- 

* Eine Ausführung dieses Gedankens ist in des Verfassers Schrift^) enthalten. 
Den dort mitgeteilten Litteratumachweisen wäre noch hinzuzufügen eine Abhand- 
lung von Wallace*), in welcher besonders schlagend die Thatsache hervortritt, 
dass tüchtige Mathematiker lange mit den Hyperbelfunktionen operieren konnten, 
ohne deren eigentliche Natur zu erkennen Ja, früher ging der nämliche Wallace 
selbst schon so weit, den Satz auszusprechen^): „ihen, in Imitation of the notation 
commonly used in the arithmetic of sines, which we have foUowed in the former part 
of this paper, whe shaU consider the coordinates as functions of the hyperholic 
sector.'* Wallace fuhrt sogar die selbstHndige Bezeichnung (Fig. 10) (76r = ordSekt. 
und MG = ah Sekt, ein, nützt dieselbe jedoch lediglich für die Theorie der Hyper- 
bel selbst aus, ohne der koordinierten cyklischen Funktionen zu gedenken. 
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funktionen eine nnabweisbare Notwendigkeit geworden. Das Unter- 
Buchnngsgebiet dieser Monographie ist nun recht eigentlich ein solches, 
wie wir es soeben gekennzeichnet haben. Wir werden aus diesem 
ärande zunächst die Definition der Hyperbelfonktionen selbst geben, 
sodann die wichtigsten Grundeigenschaften derselben herleiten ond end- 
lich jene Sätze aufstellen, welche die hyperbolischen Linien des gemein- 
samen Winkels mit den cyklischen Linien des transscendeuten Winkels 
in die engste verwandtschaftliche Beziehung setzen. Es soll dabei 
eine neue Methode zur Anwendung gelangen, welche von den in der 
obgenaunten Schrift zu findenden Verfahrungsweisen^) durchaus ver- 
schieden ist und den Vorteil bat, die sechs Hanpttheoreme als ein- 
fache Ausflüsse einer elementaren analytisch -geometrischen Relation 
hervortreten zu lassen.* 

Eiue gleichseitige Hy- 
perbel 3^^ (Pig. 10) von der 
Halbaxe I hat, bezogen auf 
einKoordinateDsystemXJlfr, 
dessen Hauptrichtungen auf 
die Axen der Kurve fallen, 
die Gleichung 

die Asymptoten :z^7ff und ^Jtf 
stehen auf einander senk- 
recht. Verbindet man einen 
beliebigen Eurvenpuukt C 
mit JW, 80 entsteht ein hy- 
perbolischer Sektor AMC^ dessen Flächeninhalt, wenn MG^x und 
CG = y die Koordinaten von C sind, durch 
\u~'\ iog(a; + y) 
gegeben ist. Diese Grösse « ist es nun, welche künftig för uns mass- 
gebend wird; ihren Zablenwert, d. h. also log(ar-f j/), betrachten wii 
als eine unabhängige Variable. Verlängern wir CG bis zum noch- 
maligen Durchschnitt mit der Kurve, und ziehen MG\ so ist dei 
Sektor CMC'AC=u, und man erkennt, dass diese Grösse, wenn 
Funkt G alle zwischen dem Scheitel A und der Unendlichkeit ge- 
legenen Punkte des einen hyperbolischen Halbastes Ä'if durchwandert, 

* Die Idee zur Verwendung eines Satzes über die Gleichheit zweier hyper- 
boliecheT FUchcQT&ume zum vorliegenden Zwec&e dankt der Verfasser einer Mit- 
teilong von Hetm Prof. Doetach in Nürnberg. 
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alle zwischen und oo vorhandenen reellen Werte annimmt. Jede 
vom Pmikt C ausgehende, resp. von seiner Lage nach bestimmten Ge- 
setzen abhängige begrenzte Strecke wird sich nun als Funktion der 
Veränderlichen u auffassen resp. darstellen lassen. Unter dieser Viel- 
zahl von Strecken greifen wir sechs bestimmte heraus, welche ihrer 
geometrischen Bestimmung nach vollkommen den sechs trigonometrischen 
Linien des Kreises analog sind^ und wählen zu ihrer Bezeichnung 
gothische Buchstaben. Die in JL an die Hyperbel gelegte Scheitel- 
tangente schneidet den Fahrstrahl MC in E] eine durch den Punkt A^ 
{MJ! ^MA^MB^V) zur Abscissenaxe parallel gezogene Gerade 
schneidet den Fahrstrahl MC in H, Endlich wird in C eine Berührende 
an die Hyperbel gelegt, welche die X-Axe in J^ die F-Axe, d. h. 
selbstverständlich deren negative Richtung, in K schneidet. Alsdann 
setzen wir: ^^ . .,„ . 

CG =«inM, AH^t^im^u^ 

MG = tOSu, MJ -=-%ttu^ 

AE =- lang u , MK = — toöet m. 

Von diesen sechs Grössen lässt sich jede durch irgend eine andere 
der fünf übrigen ausdrücken; hierzu dient eine Reihe von Gleichungen, 
von denen wir nachstehend nur die wichtigsten anführen wollen: 

tn^u — 0ln^w = 1 , 
1 1 



0in w = - 



Iwx^u 



(O0e( tf 



t0«M = 



(otang u 



(00 «i 



C00M ^ 0tttW 

Der Beweis für diese Sätze wird durch ähnliche Dreiecke in ein- 
fachster Weise geführt, sobald man noch die durch Diflferentiierung 
leicht zu erhärtende Thatsache hinzunimmt; dass (Fig. 10) 

ACMGc^AJCG 

ist. Ferner ist nach obigem 

1 

u = log (t00 u + Bin u) , C00 w + 9in w = e'\ cos ti 

und infolgedessen 

""" = « + 3! + 5! + 7! + - 






EUeraus folgt aber auch ferner, dass 

(00 U ^ '-^ > 



9xnu^ 



e" 
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ist, und mit Hilfe dieser Wahrheiten erkennt man sofort die Richtig- 
keit der Additionstheoreme 

ein (u ± v) =-0in uco$v± co$ u$xnv, 
coB (n ±v)^tosu tos v±sxnu öin v] 

Unterfälle dieser Relationen sind 

tos u = coB^^u + $in*i ^) 5tn u = 2stn i u tos | u. 

Auch die Additionssätze für Tangens und Gotangens 

♦*..-*/ _i_ ^ tan8w±tan8t; 
^^ -^ ^ 1 ± tanj ti tang V 

ergeben sich als einfache Folgerung. 

Besonders wichtig ist nun das Verwandtschaftsverhältnis, in wel- 
chem eine gleichseitige Hyperbel zu jenem Kreise steht, welcher erstere 
in ihren beiden Scheitel- y. ^^ 

punkten berührt. Fig. 11 
giebt hierüber Aufschluss; 
A und B sind die beiden 
Scheitel der Hyperbel a/y', 
M ist der Mittelpunkt des 
berührenden Kreises. Die 
Punkte (7, G und E liegen 
ebenso wie in Fig. 10, 
ausserdem aber ist durch 
JB zu MC eine Parallele 
gezogen^ welche den Kreis 
in Fy den andern Hyper- 
belast in D schneidet, und 
es ist DH senkrecht auf 
der reellen Axe. Endlich 

zieht man noch MD und MF. Sodann gilt nach Lambert^) folgende 
Bezeichnung: der doppelte Hyperbelsektor AMC heisst der gemein- 
same Winkel, der Kreissektor AMF der transscendente Winkel. Je 
eine hyperbolisch -goniometrische Funktion des gemeinsamen Winkels 
ist einer bestimmten cyklisch-goniometrischen Funktion des trans- 
seendenten Winkels gleich, und zwar wird behauptet, es sei, den 
letztem gleich d" gesetzt; 

din u -=- tang «d*, (Otang u = cosec %" , 
(0$M^seC'8', ^tt u =cos'9*, 
tang ti » sin «d* , cosec u =- — cotang ^, 
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Wir treten nunmehr den Beweis fär die Richtigkeit dieser Behaup- 
tungen an. 

Aus elementar -geometrischen Gründen ist 

<)ZAMF^^^2.<):iÄBF^2.<):^AMa 

Demzufolge kommen den beiden Geraden MC und BD die folgenden 
beiden Gleichungen zu: 

y^iaagj.x, y - tang -^ (« + 1 ). 

Bringen wir diese beiden Geraden mit der gleichseitigen Hyperbel zum 
Durchsclinitt, so stellen sich als Koordinaten der Schnittpunkte diese 
heraus: 



|/l-tang*| |/l-tang«J 

l + tang* ^ 2 tang j 



DH^ __j^r_, MH=^ 



l-tang^2^ l-tang^g^ 

Bezeichnet man also wie bisher den hyperbolischen Sektor AMC mit 
■ju, dagegen den hyperbolischen Sektor AMD mit -|^t;, so ist 

1 + tang^ 1 + tang-^ 

u = log (CG + MG) - log - --=J=_ = 1 log 



l/l~tang^| l-tang| 

(1 + tang-^l 1 + tang^ 

v^]og(DH + MH) ^\og^ =log 1. 

l-tang^g^ 1- tang 2^ 

Man erkennt also die Relation 

ti = I v, Sektor A MD = 2 . Sektor AMC^ u. 

AE ist aber unsem Festsetzungen zufolge die hyperbolische Tangente 
des Sektors AMG^ J w, und ebenso ist AE die cyklische Tangente 
des Winkels AMC'^-^^'^ demnach hat man in 

taug i M = tang^ 0- 

die zuerst von Laisant^ wahrgenommene, jedoch ganz anders be- 
wiesene einfachste Beziehung zwischen gemeinsamem und transsceu- 
dentem Winkel gewonnen. 
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Hieraus die yorgenannten sechs Identitäten abzuleiten ist einfach 
Sache der Rechnung. Wir haben, wenn wir der Kürze halber 

tang y = tang ^ = t 

setzen, 

Des Ferneren ist 

«„«= *EM^-. = 4^. : 1/53: = .-^4, 



>^l-.tflll|«« ! + <»*>' (! + <»)* 1-t' 
d. h. also 

1) 0in w = tang 'S-. 

Es müssen also auch die reciproken Werte einander gleich sein, d. h. 
bei gehöriger Berücksichtigung des Zeichens ist 

2) tOHt u = — cotang %•. 

Erhebt man 1) ins Quadrat und addiert auf beiden Seiten Eins hinzu^ 

so erhält man 

o . , sin^O- . 

cos^-^* 

oder, nach Ausziehung der Quadratwurzel, 

3) COöM^secO", 
woraus wiederum sofort folgt 

4) 0ec u = cos %•. 

Dividiert man endlich 1) durch 3), so folgt 

sin u sin '^ 1 
(00 u cos %' cos %^ 

5) tang w « sin -0^ 
und reciprok 

6) (Otang u == cosec '9'. 

Diese sechs Relationen sind es nun, die im weitem Verlaufe unserer 
Untersuchungen uns allenthalben wiederbegegnen werden. Als eine 
siebente führen wir noch diejenige an, welche sich uns aus der Diffe- 
reutiierung der Fundamentalgleichung ergiebt. Aus 

— rfw« -TT d^ 

au a& 

folgt nämlich zunächst 

0et* -^ dw = sec* -^ dd' 
oder, da 
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u 



V 



t00 W + 1 



2 K 2 

ist, auch (mit Rücksicht auf 3) 



cos 



\-v 



008-9^+ l 



sec -9^ + 1 



rfO-, 



cos -d" + 1 
oder vereinfacht 

7) du =- sec %^ dd^. 

Es giebt, wie sich zeigen wird, nicht eben wenige Fälle, wo diese 
Gleichung 7), die ja an Einfachheit sicher nichts zu wünschen übrig 
lässt, noch mit besserm Erfolge rechnerisch veirwertet werden kann, 
als die Fundamentalgleichung selbst^ welche ein Integral ersterer 
darstellt. 

Die hier entwickelten Lehren aus der Theorie der Hyperbelfunk- 
tionen geben eine vollständig ausreichende Grundlage ab für die An- 
wendungen der drei folgenden Kapitel. Wir sind somit in der Lage, 
gleich jetzt zu solchen praktischen Anwendungen überzugehen, und 
zwar haben wir vor, im Sinne der Überschrift dieses Abschnitts nach- 
zuweisen, dass die Diskussion der Gleichungen gewisser Kurven für 
manche Zwecke sich erheblich vereinfacht, sobald man erstere mittelst 
eines den Hyperbelfunktionen angehörigen Parameters zerlegt. 

In erster Linie wird man natürlich an die Hyperbel selbst zu 
denken haben, deren Gleichung 



a 



2 



2 



8 






-^^.^1 



durch Einführung der hyperbolischen Anomalie die simultanen Glei- 
chunfi^en , . 

substituiert werden können. Wenn wir uns enthalten, diesen Gegen- 
stand hier eingehender zu erörtern, so geschieht dies lediglich deshalb, 
weil sowohl in der früher erwähnten Schrift des Verfassers^), als 
auch in der kleinen Monographie von Roggatz^) ziemlich viel Stoff 
gerade für diese Parameterdarstellung beigebracht worden ist. 

Ein anderes Beispiel leiten wir her von der Lemniskate, wenn 
dieselbe in Fokalkoordinaten ausgedrückt erscheint. Bezeichnet man 
durch r^ und r^ die beiden Fahrstrahlen irgend eines Punktes der 
Kurve, so ist bekanntlich die Gleichung diese: 

i2 



r^r^ 



a' 



Hier liegt es nun gewiss sehr nahe, 

a (t00 w + 0in m), rg = ae-"* = a (tOB u — Bin u) 



r^ ^ ae^ 
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zu setzen. Mit Hilfe dieser Umformung soll nun z. B. der folgende, 
aus der Zusammenstellung von W. Hess^^) entlehnte Lehrsatz bewiesen 
werden: die Halbierungslinie des von zwei Brennstrahlen gebildeten 
Winkels bildet mit dem zugehörigen Mittelstrahl und der Axe ein 
gleichschenkliges Dreieck^ dessen Basis der Mittelstrahl darstellt. Die 
Brennpunkte seien A u. Fig ^g. 

B (Fig. 12), die ver- 
längerte Strecke AB^ 
mit deren Mittelpunkt 
G der Doppelpunkt 
der Kurve zusammen- 
fällt, schneidet die 
Lemniskate in deren 
Scheiteln G und H. 

Endlich treffe die Halbierungslinie des <); ADB^ unter D einen will- 
kürlichen Kurvenpunkt verstanden, die AB in E, Zur Bestimmung 
der Segmente AE und EB hat man jetzt die Relationen 

AE+EB^2a, 

AE ß" 

Hieraus ergiebt sich 

AE==- a ^tt u (f 06 ti + ein w) « a (1 + tätig u), 
BE---a $tt u (tos u — Binu)^a(i — tang u). 

Des Femeren ist nach einem bekannten Elementarsatze 




I)E^yAD.BD-AE.EB=^ya^-a^(l--taH^u), DE « a tang m, 
während auch 

CE « a — EB « a — a ( 1 — lang u)^a lang u 

gefunden wird. Sonach ist DE^CE^ was zu beweisen war. 

Auch die Quadratur der Lemniskate vollzieht sich leicht, wenn 
man von ihrer Gleichung in Polarkoordinateu ausgeht und sodann den 
Übergang vom transscendenten zum gemeinsamen Winkel vollzieht. 
Man hat, wenn a einen von der Polaraxe und einem beliebigen Fahr- 
strahl eingeschlossenen Lemniskatensektor bedeutet, 

a^\-Cr^d%', r2 = 2a2(cos2 0'~sin»^). 

Nachdem gemäss der obigen Vorschrift (s. o. 7) 

cosO-^öecw, sin -ö- = lang M, d%^^%ttu du . 
gesetzt worden ist, 
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r= — — ]/l — öitt^w 
und hiernächst 



J t00*M \J t00*W J C00W/ 

Integriert man nun durch Teile, so erhält man unverzüglich 

/du _ ^ / «in «^ , I du \ 

und setzt man diesen Wert für das erstere Integral oben ein, so folgt 



<y=- ä — 



Fällt man andererseits vom nächstgelegenen Brennpunkt ein Lot auf 
den Mittelstrahl*, der mit der Axe den Winkel -9" bildet, so bekommt 
man ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Inhalt 



e7'==-|-a^sin'9'cos'9' 
ist. Vergegenwärtigt man sich aber, dass nach obigem 

sm d^ = tang w, cos -^^ = 0et M, tang uucu= ^ 

(00 ti 

ist, so ist man zu folgender Relation gelangt: 

Diesen Satz hat Hess^^) folgendermassen ausgedrückt: die Senkrechte 
von einem Brennpunkt auf einen Mittelstrahl halbiert den von diesem 
und von der Axe eingeschlossenen Flächensektor. 

Niemand wird leugnen, dass bei diesen Anwendungen die Hyperbel- 
funktionen gute Dienste leisten, denn obschon mit Zugrundelegung eines 
beliebigen Koordinaten- oder Parametersjstems die nämlichen Ergeb- 
nisse errechnet werden könnten, so würde doch der aufzuwendende 
Formelnapparat ein bedeutend umfänglicherer sein müssen. Nun lassen 
sich aber gewisse krumme Linien denken, welche ihrer eigensten Na- 
tur nach die prinzipielle und ausgiebige Anwendung der Exponential- 
funktionen, respektive der aus diesen zusammengesetzten Hyperbel- 
funktionen erheischen. Wir knüpfen, um dies an einem Beispiele recht 
klar zu machen, nochmals an die oben diskutierte Fokalgleichung 
der Lemniskate an. Dieselbe stellte sich in der Form 



* Unter Mittelstrahl wird jede Strecke verstanden, welche den Doppelpunkt 
der Lemniskate nut irgend einem Kurvenpunkt verbindet. Jener Doppelpunkt 
ist es auch, der für die zu Grunde gelegte Polargleichung der Lemniskate als Pol 
angenommen werden muss, um die einfachste Gestalt der Gleichung zu erhalten. 
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dar; lassen wir nun diese Gleichung völlig intakt bestehen, legen aber 
den Grössen r^ und r^ andere geometrische Bedeutungen unter, so ge- 
langen wir zu neuen Kurvenformen. Von einem Punkt, dem Pol aus, 
seine Vektoren gezogen, welche eine krumme Linie so schneiden, dass 
die Entfernungen der Durchschnittspunkte vom Pole, r^ und r^y der 
obigen Forderung genügen. Man weiss, dass der Kreis unter diese 
Kurven gehört, dass jedoch die obige Gleichung ihren Sinn verliert, 
wenn der Pol auf der Kurve, d. h. dem Kreise, selbst angenommen 
wird. Verallgemeinernd kann man also diese Aufgabe so stellen: welche 
Kurve entspricht in dem vorstehend erweiterten polaren Koordinaten- 
systeme der obigen Bedingungsgleich'ung, wenn der Pol der Kurve 
selbst angehört? Dieser Aufgabe, welche, wie man sieht, völlig natur- 
gemäss aus den Betrachtungen dieses Kapitels hervorgeht, wollen wir 
im ^nächsten Hanptstück näher treten. Man erkennt auch, dass man 
es hier mit einem sehr interessanten Fall der früher besprochenen 
Kuryen- Analogie zu thun haben wird, denn ausser der soeben ge- 
kennzeichneten Grundeigenschaft haben beide Linien, der Kreis und 
jene neue Kurve, noch eine Fülle der verschiedensten Eigenschaften 
mit einander gemein. Ausserdem aber werden wir in der Diskussion 
die Brücke geschlagen finden zu jenen analytischen Spezialitäten, welche 
wir als die Lehre von den parabolischen Logarithmen und als para- 
bolische Trigonometrie bezeichnen, Gegenständen, deren eigentliche 
Stellung im Gesamtgebiete der Wissenschaft einzig und allein mit 
Hilfe der Hyperbelfunktionen bestimmt werden kann. 
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Drittes Kapitel. 

Die logocyklische Karre. 

In den beiden Schlusskapiteln dieser Schrift wird mehrfach von 
einer merkwürdigen krummen Linie Gebrauch gemacht werden, mit 
deren Studium wir uns deshalb schon jetzt eingehend beschäftigen 
müssen. Der uns bereits bekannte englische Geometer James Booth 
hat eine grosse Anzahl von beachtenswerten Eigenschaften an dieser 
Kurve entdeckt. Die Motive, welche ihn zur Konstruktion derselben 
hinführten und bei der Untersuchung selbst leiteten, gingen aus der 
Überzeugung hervor, dass es eine Kurve geben müsse, welche in Bezug 
auf die Quadratur zum Kreise, in Bezug auf die Rektifikation zur 
gleichseitigen Hyperbel in nahen Beziehungen stünde. Er war so 
glücklich y eine Kurve ausfindig zu machen, welche diesen Anforderun- 
gen entsprach,* und nannte dieselbe mit Rücksicht auf den bekannten 
geometrischen Ursprung der Logarithmen die logocyklische Kurve. 
Wir werden dafür häufig das Wort Logocyklik brauchen. 

Eigentlich neu konnte dieselbe jedoch schon zur Zeit Booths 
nicht mehr genannt werden, obschon dem letztern von Forschungen 
Anderer über denselben Gegenstand gar nichts bekannt gewesen zu 
sein scheint. Zuerst dürfte dieselbe von Lehmus^) bemerkt worden 
sein, der die Kurve wegen ihrer Ähnlichkeit mit einem Gurkeukem 
mit dem Namen Kukumaeide belegen zu sollen glaubte. Später, 
aber doch immer noch früher als Booth, hat von deutschen Mathe- 
matikern Rummer^) dieser Kurve eine selbständige Monographie ge- 

* Diesen Eindruck gewinnt man wenigstens, wenn man Booths einleitende 
Worte in seinem Hauptwerke liest.*) Allein volle siebzehn Jahre früher hatte 
bereits der nämliche Gelehrte eine Abhandlung ^) über parabolische Trigonometrie 
und parabolische Logarithmen erscheinen lassen, und wenn man beide Bearbeitun- 
gen mit einander vergleicht, so erkennt man, dass sie in Text und Figur bis aufs 
kleinste übereinstimmen, nur die von der Logocyklik handelnde Abteilung ist 
an jenem ersten Orte noch nicht vorhanden. Es wird mithin die Vermutung kaum 
abzuweisen sein, dass Booths Darstellung vom Jahre 1873 nicht* den geschicht- 
lichen Verlauf seiner eigenen Eutdeckerarbeit wiedergiebt, dass derselbe vielmehr 
erst durch seine Studien über die Geometrie auf der Parabel mit der Strophoide 
bekannt wurde und derselben dann, unbekannt mit den Vorarbeiten, ein Haupt- 
augenmerk zuwendete. 



Die logocyklische Kurve. 33 

widmet; der Umstand, dass an ihr mannigfache interessante harmo- 
nische Beziehungen hervortreten, veranlasste ihn zu der Wahl des 
Namens harmonische Kurve. In Frankreich dagegen kannte man 
für dieselbe ausschliesslich den Namen der Strophoide; Betrachtungen 
über sie triflft man an in einer Menge französischer Lehrbücher der 
analytischen Geometrie,* so z.B. in jenen von Briot und Bouquet^), 
von Falisse^) und von Painvin'); auch de la Gournerie handelt 
von ihr als von dem Schatten einer gewissen Schraubenfläche in Ar- 
tikel 1000 seines ,fTraite de geometrie descriptive" (Paris 1864). Die 
nächste Veranlassung, diese Kurve zu untersuchen, bestand fQr diese 
Gelehrten darin, dass im Jahre 1840 in Frankreich die folgende Preis- 
frage gestellt war: Ein System homofokaler Kegelschnitte ist ge- 
geben; welches sind die geometrischen Örter 1) für die Berührungs- 
punkte der aus einem festen Punkt an die einzelnen Kegelschnitte 
gelten Tangenten, 2) für die Fusspunkte der aus einem gegebenen 
Punkt an die einzelnen Kegelschnitte gezogenen Normalen, 3) für die 
Fusspunkte der aus dem Fixpunkt auf jene Sehnen der Kegelschnitte 
gefällten Lote, welche als Polaren zu dem Fixpunkt als Pol gehören? 
Diese drei geometrischen Örter sind Strophoiden. • Der im Jahre 1861 
veranstaltete Konkurs zur Aufnahme in die Pariser Normalschule for- 
derte die Beantwortung der gleichen Fragen. So war es natürlich, 
dass, abgesehen von jenen Ausführungen in Kompendien, auch Spezial- 
aufsätze über diese vielseitiges Interesse bietende Ortskurve veröflent- 
licht wurden, namentlich von Montucci®) und von Maleyx^); ersterer 
trägt allerdings den Namen Bitts, der jedoch selbst Montucci als 
eigentlichen Autor bezeichnet und nur die Verwendung der Kurve zu 
architektonischen Zwecken empfiehlt. d'Ocagne^^) rechnet sogar die 
Strophoide nebst der Cissoide und Konchoide zu den klassischen Kur- 
ven der dritten Ordnung. Die neueste Bearbeitung, welche die Theorie 
der Logocyklik erfahren hat, ist wohl in einem ostpreussischen Gym- 
nasialprogramm von Haub^^) enthalten. Aus diesen Angaben mag 
erhellen, dass man es hier nicht mit einer gleichgiltigen, sondern mit 
einer in vielen Beziehungen typischen krummen Linie zu thun hat, 
deren Diskussion somit auch nicht bloss vom didaktischen, sondern 
auch von einem allgemeineren wissenschaftlichen Standpunkt aus In- 
teresse zu erwecken geeignet ist. 

* Zalilreiche hier verwertete litterarische Nachweisungen sind von Herrn 
J. Neuberg dem Yerfasser mitgeteilt worden, wofür derselbe um so dankbarer 
sein muss, als die deutsche Litteratur so gut wie gar kein Material für die Ge- 
schichte dieser Kurve zu bieten scheint. 

Oünther, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 3 
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Wir wollen, um in organischer Weise mit dem Wesen der Logo- 
cyklik vertraut zu werden, im Anschluss an Briot und Bouquet^*) 
die oben unter 1) verzeichnete Aufgabe losen. Die homofokalen Kegel- 
schnitte sind ausgedrückt durch die Gleichung 



X 

d 



+ 



y 



2 



a^-c^ 



«1. 



Unter x^ und y^ die rechtwinkligen Koordinaten des Fixpunktes ver- 
standen, hat die Polare eben dieses Fixpunktes die Gleichung 



XX- 



a' 



r^ + 



yvx 



a 



2 



*2 



= 1. 



Aus diesen beiden .Gleichungen folgt durch Komparation eine dritte, 
welcher wir die Form erteilen können: 

{x^ + y^ — x^x- y^y) (y^x — x^y) + c^ (a; — x^ (y — y^ = 0. 

Verschieben wir das Koordinatensystem parallel mit sich selbst so, 
dass der Ursprung in den Fixpunkt fallt, so lautet die Gleichung 

einfacher 

{x^ + y^ + Xy^x + y^y){y^x-x^y) + (?xy=^0. 

Durch die Substitutionen 

rcos-ö-'^o;, rsin-ö^^y 

wird die erhaltene Kurvengleichung aus dem cartesischen ins polare 
System transformiert, und man bekommt als neue Gleichung 

{(^ + yi*- x^^ sin 2-9-' 4- 20^1^1 cos 2%^ 



Für 

^« 

X, ^ 



2 (x^ sin -O"' — 2/i cos -O*') 



^^S9i Z2 



2x^y^ 



ß +yi -ii?i 



2 



= tang9i. 



Vic' + y.'-x.y+Ax.^y,^ 



2 



V+3/i 



2 



«ö' 



lautet die Gleichung nunmehr so: 

a'sin(2'9^4-9i) 



r = 



sin('9^— q)) 
Endlich werde noch d^—q)=^d^^ gesetzt; das giebt die Gleichung 

a'sin(2'9'"4- 29 + 9^1) 



sm 



^' 



So die allgemeine Kurvengleichung; uns interessiert besonders der 
Fall, wenn — {2 (p + fp^)^ 90^, (p^^ — (2<p + 90^) geworden ist, denn 
dann hat die Logocyklik die sehr einfache Gleichung (d"-=90^ — -^ 
gesetzt) 
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g^ sin (180^- 2^- 90 Q) 

^"~ sin (90«- a«) 
oder vereinfacht 

a' cos 20' 

r = • 

cos '9' 

In dieser Gestalt werden wir die Gleichung künftighin zum Ausgangs- 
punkt für unsere weiteren Untersuchungen nehmen. 

Booth nämlich legt die Gleichung seiner Kurve in einer der 
beiden folgenden Formen zu Grunde:* 

y'^(2a — x)=^x{x — df^ (x^ + if) (2a — x) = a^x. 

Durch Parallelverschiebung des Axensystems lässt sich der Ursprung 
in jenen Punkt verlegen, welcher bisher die Koordinaten a; = a, y = 
hatte; alsdann kann man schreiben, wenn x^ und y die neuen laufenden 
Koordinaten bedeuten, 



f-^/a-x 



I 



In polare Koordinaten umgeformt folgt hieraus 

sin^O" g-rcos^ 

cos^ d- a + r cos %^ 
oder wie vorhin 

g cos 20' ** 



r== 



cos-O* 



* Der Accent von a, der nur zur Unterscheidung dieser neuen Hilfsgrösse 
von der Halbaxe des Kegelschnittes angehängt ward, durfte hier, wo eine ganz 
neue Aufgabe vorgenommen wird, wieder wegbleiben. 

** Auf eine dritte Weise können wir zu dieser Gleichung gelangen, wenn 
wir die Fusspunkteiikurve einer Parabel y^ = i:px aufsuchen, für welche der Pol 
mit dem durch die Koordinaten x = —p, y = charakterisierten Punkt überein- 
stimmt. Bezeichnet man durch cp den Winkel, welchen die im Punkt x^, y^ an 
die Parabel gelegte Tangente mit der X-Axe bildet, und mit o?, y die Koordinaten 
des Lot-Fusspunktes, so hat man 

tang (p = 3^^ = J-y —X =^p -f {x^ —p) sin^ qp , 3/ = (ä^i — 1>) sin qp cos tp, 

ax(i) yi 

Ans diesen drei Gleichungen sind die Grössen x^ und cp zu eliminieren, wobei 
Xi=yi^:4:p zu setzen ist. Wir erhalten 

2« Vi 

sm y = -^ cos 9 = 



und somit 

^ 4.P 'y,^-{-^p' 2 't/i^+4/)^' 2/i*+4^^ 

Aus letzterer Gleichung fliesst 

3* 
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Aus den orthogonalen Gleichungen unserer Kurve schliessen wir, 
dass sie von der dritten Ordnung und symmetrisch zur Abscissenaxe 
gelegen ist. Behalten wir den von Booth gewählten Anfangspunkt 
bei, so erkennen wir, dass die Kurve die X-Axe zweimal, im Ur- 
sprung und in dem von diesem um a abstehenden Punkt durch- 
schneidet. Letzterer Punkt ist ein Doppelpunkt. Auch sieht man, 
dass für t/«=± 00 c, r, « 

wird, d. h. die durch letztere Gleichung charakterisierte^ der Ordina- 
tenaxe parallele Gerade ist eine Asymptote der Kurve. Aus diesem 
Grunde und nicht minder deshalb, weil sie eine Schleife besitzt, hat 
die Logocyklik — wie auch in Briots, Bouquets und Painvins 
Werken (a. a. 0.) angemerkt wird — auffallende Ähnlichkeit mit dem 
sogenannten „Blatt" des Cartesius, über dessen gestaltliche Verhält- 
nisse genaue Nachweise in einer Dissertation von Rechenbach^^) nach- 
gesehen werden können. Auch sonst noch kommt beiden Kurven eine 
wichtige gemeinsame Eigentümlichkeit zu, von welcher später bei der 
Berechnung des Flächeninhaltes die Rede sein soll. 

So elegant die obige Polargleichung auch erscheint, so ist es für 
die Rechnung doch bei weitem zweckmässiger, den Pol auf der Axe 
bis zu jenem Punkt zu verschieben, welcher von dem Doppelpunkt den 
Abstand a besitzt. Die Gleichung sieht alsdann zunächst so aus: 

r^{2a — r cos %)^a^r cos -O*. 
Wird diese Gleichung nach r aufgelöst, so erhält man die einfachere 

^^^^ r = a (sec -O- ± tang d). 

Diese Gleichung hat nun aber das Eigentümliche, dass sie zur Ein- 
führung einer Exponentialgrösse, deren Exponent die Dienste eines 



yi = 2p 



1/ 2p'-x' 



und setzen wir diesen Wert in der für y gefundenen Gleichung ein, so ergiebt 
sich als Eurvengleichung 



oder vereinfacht 






y = -l>(|>-a.)j/^ 



1 
X p 



Machen wir durch eine Verschiebung des.Axensystems, ohne die Werte von y zu 
verändern, p — x^a/^ so wird x=^p — cxf, 2p — x^p-\-(xf, und wir haben wie 
oben, nur mit andern Vorzeichen, als Gleichung der Kurve diese: 



" Y p + ccf 



r 



Die logocyklische Kurve. 
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Parameters zu leistea hat, geradezu hindrängt. Ganz ebenso, wie es 
im vorigen Kapitel bei der Lemniskate geschah, gehen wir auch hier 
vom transscendenten Winkel zum gemeinsamen über und setzen 

lang 2 ^tang^. 

Alsdann wird seC'9' = t0$M; tang'9' = 0ittw, und wir bekommen 

r = a (c00 u ± 0ttt u). 
Es ist ersichtlich, dass je eines der beiden Zeichen sich^auf einen 
der beiden iongruent- symmetrischen Zweige bezieht, aus welchen die 
Kurve besteht. Fig. 13 stellt dieselbe dar. F ist der Ursprung des 

Fig. 13. 
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orthogonalen Koordinatensystems XOY und zugleich Pol, FX die 
Polaraxe. In liegt der Doppelpunkt, und wenn FO^OD^a, so 
ist DY" die A-symptote der Logocyklik FOx, Eine jede von F aus- 
gehende Gerade muss, da die cartesische Kurvengleichung vom dritten 
Grade ist, die Logocyklik in zwei weitern Punkten R^ und jBg durch- 
schneiden, welche selbstverständlich auf verschiedenen Kurvenzweigen 
gelegen sind. Unterscheiden wir beide Radienvektoren durch Indices, 
so ist jeder Zweig durch eine der folgenden beiden Gleichungen re- 
präsentiert: 

r^ = a (t0j$ u + $ttt u) == ae", r^^a (t00 u — $in n) == ae' 



» — u 



Nunmehr haben wir eine Parameterdarstellung gewonnen, wie sie ein- 
facher nicht wohl gedacht werden kann. Mit ihr ausgerüstet, -werden 
wir darangehen, eine grössere Anzahl von Sätzen über die logocyklische 
Kurve abzuleiten, wie sie sich zum weitaus grössten Teile bereits in 
den Abhandlungen von Booth, sowie in dem Schriftchen von Rum- 
mer vorfinden. Wir haben jedoch dabei des Vorteils uns zu erfreuen, 
dass unsere Beweisführung sich nicht allein einfacher, sondern auch 
weit einheitlicher gestalten wird, als in jenen Vorlagen, indem daselbst 
bald cartesische, bald polare Koordinaten zur Verwendung kommen, 
wogegen wir sämtliche Relationen auf das hyperbolische Hilfsargument 
u zurückzuführen in der Lage sind. Beziehungen zu andern Kurven 
werden dabei bloss insofern Berücksichtigung finden, als die letzteren 
in unmittelbarster Beziehung zu der zu diskutierenden Kurve selbst 
stehen, denn andernfalls würden wir uns der mit dem Parameter ver- 
knüpften Bequemlichkeiten selbst begeben. Unser Zweck aber ist, die 
Geometrie auf der Logocyklik und nur diese selbst abzuhandeln.* 

* Aus diesem Grunde müssen wir auch darauf verzichten, die schiefe Stro- 
phoide, welche wesentlich das Untersuchungsobjekt für Maleyx (s. o.) geboten 
hat, ausführlicher hier zu behandeln. Diese Kurve, betreffs welcher in der citier- 
ten Abhandlung viele, schöne, zum Teil schwer beweisbare Lehrsätze nachgesehen 
werden können, ist in gewissem Sinne eine Verzerrung der Logocyklik; die Asym- 
ptote bildet mit der Axe einen beliebigen schiefen Winkel und die Symmetrie der 
beiden Kurvenäste ist verloren gegangen. Auf der Peripherie eines Kreises befinde 
sich der Pol F, durch den Mittelpunkt sei eine Gerade OZ unter dem Winkel 
a gegen die Polaraxe, d. h. den Radius FO gezogen; zieht man dann durch F 
eine Gerade, welche die OZ in J5, die Peripherie in C schneidet, und trägt auf 
FB ein Stück FB = BC ab, so ist der Ort von D eine schiefe Strophoide. 
Hieraus nämlich folgt die Gleichung 

a sin (2 

r= 2a cos -9" — -. — ; ^, 

sin (a — Q') 

und daraus wiederum, für a = 90®, 
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1. Nennen wir die den beiden Argumenten u und — u entsprechen- 
den Kurvenpunkte zusammengehörige Punkte,* so gilt der Satz: 

Das Produkt der nach zwei zusammengehörigen Punkten 
gezogenen Polstrahlen ist konstant, der eine Zweig ist die in- 
verse Kurve des andern , d. h. mit dessen Abbildung durch reci- 
proke Radien identisch, die Kurve selbst zählt zu den sogenann- 
ten anallagmatischen Kurven ** 
Es ist nämlich ri.r2 = ae*'.ae"~" = a^ Wie eingangs erwähnt, 
stimmt die Logocyklik, ihrem Namen entsprechend, in mehreren Be- 
ziehungen mit dem Kreise überein, und gerade diese letzterwähnte 
liigenschaffc hätte zur Auffindung der neuen Kurve leiten können, ja 
hat vielleicht dazu geleitet.*** 

2. Die Gerade 2)y" ist. eine Asymptote der Kurve. 

Diese ihre Eigenschaft wird jetzt so dargethan. Verlängert man 
FRi bis zum Durchschnitt mit DT", den wir iJ nennen wollen, so ist 

RiH-= 2a sec ^— r^ = 2a t0$ u — a {tü$ u + $xn u) «= ae-" = FR^. 
Diese Strecke wird erst für u = cc zu Null. 

3. Der Winkel ^, welchen die Tangente der Logocyklik mit dem zuge- 
hörigen Radiusvektor einscbliesst, ist gegeben durch die einfache Belationf 



_ a cos^-O" — a(l — cos^'ö') _ acos^-O* — asin^-O" _ acoQ2& 

~ COS-ö" ~ COS-O" ~ COS-O" 

Dies ist aber die Gleichung des uns bereits bekannten Spezialfalles, der gewöhn- 
lichen Strophoide oder Logocyklik. 

* Booth hat**) den Ausdruck „redprocdl points''. Der von uns gewählte 
Ausdruck ist der Terminologie der Lehre von den Hyperbelfunktionen entnommen. 

** Vergl. hierzu die lehrreiche Arbeit von Picquet**), die sehr allgemein 
gehalten ist. 

*** Vor einigen Jahren gab Ziegler *^) eine anscheinend sehr sachgemässe 
Methode an, um den Fündamentalsatz der stereographischen Projektion elementar 
zu erweisen. Er zog aus dem Mittelpunkt des in der Bildebene gelegenen Kreises 
Strahlen durch die als Kopie eines beliebigen Kugelkreises sich ergebende Kurve 
und wies nach, dass das Produkt je zweier solcher Fahrstrahlen, vom Bildcentrum 
aus gerechnet, ein konstantes sei. Dem gegenüber ward von Stammer") her- 
Torgehoben, so richtig dies auch sei, so dürfe man daraus doch noch nicht fol- 
gern, die bezügliche ebene Kurve müsse ein Kreis sein. Wir nehmen jetzt wahr, 
dass dieser Einwurf seine volle Berechtigung hat: die Kurve könnte ja auch irgend 
eine andere anallagmatische Linie sein. Die Bedingung, dass das Rechteck aus 
zwei vom Pol aus nach beliebigen Punkten der Kurve gerichteten und der Rich- 
tung nach zusammenfallenden Fahrstrahlen ein stets gleichbleibendes sei, ist zwar 
notwendig, wenn jene Kurve ein Kreis sein soll, keineswegs aber hinreichend, da 
vielmehr jener ersten Anforderung auch andere Linien Genüge leisten können. 

t Eine dem Prinzip nach mit der hier gegebenen übereinstimmende Lösung 
des Tangentenproblems für die Logocyklik ist von de Longchamps") veröffent- 
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tang if = cos d". 



Denn es ist 



r.dd" aef*%ttudu ^ 

tang t =* -^ — = — ^ = 0ec M « cos '9'. 



Für den Doppelpunkt ist Ö-^O oder =3r, somit tang^ = ±l, 
^ = -(-450. Die beiden im Doppelpunkt an die Kurve gelegten Tan- 
genten stehen mithin senkrecht auf einander; beide Kurvenzweige 
schneiden sich unter einem rechten Winkel. 

4. Die grösste Ordinate des Ovals der Logocyklik teilt die Ver- 
bindungsstrecke von Anfangs- und Doppelpunkt nach dem goldenen 
Schnitt (Satz von Falisse). 

Hat die Ordinate ihren grössten Wert erreicht, so ist die Tan- 
gente in ihrem Endpunkt der X-Axe p$irallel, die Winkel ^ und -d* 
werden gleich und zur Bestimmung des entsprechenden Argumentes u 
hat man 9^\nu^9^ttu, woraus sich ergiebt 

VVb+1 ^ 1/2 

t00 U = 7= — > 0W U = cos d' = 



y2 yv5 + 1 



licht worden. Ihm zufolge verbindet man den Punkt M^, an welchen eine Be- 
rührungslinie gezogen werden soll, mit dem Doppelpunkt und verlängert diese 
Gerade, bis sie den um F beschriebenen Kreis nochmals in L schneidet. Man 
zieht LF und darauf in L senkrecht eine Gerade, auf welcher man LL^ = LLi 
macht, unter L^ den Durchschnittspunkt jener Senkrechten mit der Ordinatenoxe 
verstanden. Die Gerade L^ B2 ist dann die gesuchte Berührende. Berechnen wir 
nämlich nach diesen Daten zuerst ^^iB^OF^^q), so findet sich 

1 c" 

sin w = -—==■ cos w = , tang F^BL == tang (-O* -f op) =c** . 

und andererseits 

^_^ sUi^ u -}- sin u cos u 
tang LE^L^^ 1 —^ 

Bildet man hiernächst 

®^ ©V '^ «TS 2/ i + tang('8' + g7)tangiJB8ij 

so ergiebt sich nach leichter Umrechnung 

2 sin u f 05 w + 2 f OS* u sin «* -|- cos u 

tan&r ib = 5 3 = , 

°^ 2slnt*cö0*w + 2co«M + 2 sln*t*fO0t* slnt^cosw+l-|-sln*t* 

. sin u^ cos u 1 

tang tb = j—, ; ^ = = stcu = cos & , 

cos t* (sin u + cos w) (OS u 

wie auch oben angegeben. — Eine sehr interessante Tangentenkonstruktion, die 
sich ebenmässig auf die Logocyklik wie auch auf die Cissoide und Konchoide 
anwenden lässt, rührt femer von d'Ocagne*®) her. Dieselbe ist im Geiste der 
kinematischen Geometrie Mannheims gehalten und macht nur von den einfach- 
sten Sätzen über Ereis und gerade Linie Gebrauch. 
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Es ist also, weDn x und {a — x) die beiden Stücke von a vorstellen, 
da ja ic = ae"""cos'9' = a(t:a0w — 0tllM)0ecw = rt(l — lang«*) wird. 

Nun ist aber, wie sich durch direkte Ausrechnung findet, 



1/6-21/5=1/5-1, 
oder auch, wenn noch beiderseits mit a^ multipliziert wird, 

j(6-2l/5) = ani-fV6-2V^). 
Schreiben wir diese Gleichung als Proportion, so folgt 

a: |V6-2l/5 = |V6-2l/5: (a- |>^6-2V5) 

oder mit Rücksicht auf die früheren Festsetzungen 

a:(a — x)'=^(a — x):x. 

Damit ist Satz 4) bewiesen. 

5. Konstruiert man einen Kreis, welcher durch den Pol geht und 
die Asymptote berührt, so werden zwei zusammengehörige Kurven- 
punkte harmonisch getrennt durch den Pol und jenen Punkt, in wel- 
chem der Radiusvektor den erwähnten Kreis trifft.^) 

Man hat identisch 

0ec u (e« + e-") = 2, 1— e-« f^tt u^e^^ttu — 1, 

In Proportionsform geschrieben folgt hieraus: 

ae-"" : (2a 0f c u — ae^ ") = ae" : {ae?* — 2a 0ec w). 

Sind S^^ 82 (in der nämlichen Figur) die zusammengehörigen Punkte, 
F' der Schnittpunkt des Radiusvektors mit dem über FD als Diameter 
konstruierten Kreise, so ist 

FS^=^ae*^ FS^^^ae-''^ FF^^2a%ttu^ S2F^^2a^ttu — ae-'*^ 

F'S^=^ae'' — 2asttU'^ 
man hat also die harmonische Verhältnisgleichung 

FS^iS^F'^FS^irS,. 

6. Die beiden Komplementarsehnen, welche zwei zusammengehö- 
rige Punkte mit dem Doppelpunkt verbinden, stehen auf einander 
senkrecht. 

R^O und jKgO sind diese Komplementarsehnen. Durch ziehe 
man OV parallel zur Asymptote; diese Parallele schneide den Fahr- 
strahl in T. Dann hat man 
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TB^ == FT — FR,^ == a tO$ w — ae-" = a 0tn w, 
T =a taug '9'^= a 6ttt u. 

Durch die Punkte JR^, B^^ lässt sich demnach ein Kreis legen, 
dessen Centrum T ist, und <i:iBfiB^ ist als Peripheriewinkel im 
Halbkreis ein rechter. 

7. Werden in zwei zusammengehörigen Punkten Tangenten an die 
Logocyklik gezogen, so wird deren Schnittpunkt mit dem Doppelpunkt 
durch eine Gerade verbunden, welche der Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte parallel läuft.^^) 

Man bezeichne einstweilen den <)C TVO mit r. Dann hat man 

TO 



smr 



smr 



8in(r + ^) sin T cos '9' + cos r sin -O TV 

TV- TO cos d- 



cotang r = 



TO sin d' 






Hier ist TF= -^^-^— ^tang^ = a0tn«<tang^ = aMttw$ecw = ataiigw und 
TOcos'9^ = aMnwöect* = altttt9i^, somit 

. lang u — lana «* ^ 

cotang r= — ? — -r ^— =0, 

^ iöttt u fang ti ' 

r = 90« und VOIITF, wie behauptet war. 

8. Der geometrische Ort der Schnittpunkte zweier in zusammen- 
gehörigen Punkten an die Logocyklik gelegten Tangenten ist eine 
Cissoide (Booth, a. a. 0.). 

Wählt man zum Pol, OX zur Axe eines neuen Polarsystems, 
so ist nach 7) die Amplitude von V stets = -d*.* Setzt man also VO == q^ 

p = TO sm ö- = --) 

cosd 

und dies ist die wohlbekannte Gleichung einer Cissoide, welche zur 
X-Axe symmetrisch liegt und ihre Spitze in hat. Auf das exit- 
sprechende orthogonale System zurückgeführt, ist 

y^ (a — oj) == JP* 
die Gleichung dieser Ortskurve. 

9. Nennen wir OY' die Leitlinie, T den Leitpunkt der Kurve, 
so können wir den Satz aussprechen: Die beiden Punkte, in welchen 
zwei zusammengehörige Tangenten die Leitlinie treffen^ werden darch 
den Doppelpunkt und den Leitpunkt harmonisch getrennt.^^) 
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Die in B^ und üg an die Kurve gelegten Berührenden begegnen 
der Leitgeraden in K^ und Ä'g. Nach 7) ist klar, dass als korrespon- 
dierende respektive als Wechselwinkel 

sein müssen. VO halbiert folglich den kjCK^VK^^ und da <]lTVO ein 
rechter ist, so halbiert VT den Aussen winkel K^VR^ des Dreiecks 
K^VK^, Nun besagt aber ein bekannter Satz der Planimetrie, dass 

die Proportion 

OK^:K^O = TK^:TK, 
besteht. 

10. Der geometrische Ort der Schnittpunkte zv^eier in zusammen- 
gehörigen Punkten an die Logocyklik gezogenen Normalen ist eine 
Parabel, die künftig als „adjungierte" bezeichnet werden soll. Deren 
Scheitel fällt in den Doppelpunkt, deren Brennpunkt in den Pol der 
logocyklischen Kurve* (Booth, a. a. 0.). 

Die beiden Normalen von i?^ und jR^ schneiden sich in ^; da 
jR^T=B^T ist, muss die verlängerte VT durch Q hindurchgehen. 
Dann ist zunächst 

^T= üiTcotang V' = -Bi ^sec d = B^TtOS u = ^^^ tn$u^^a Bin 2u. 

Aus Q falle man auf die X-Axe das Lot QJJ und aus T auf QV das 
Lot TW\ die rückv^ärts verlängerte QV möge der X-Axe in TF' be- 
gegnen. Jetzt ist 

TTF=^Tsm'9^==^jrtrmaw= =asttt^<*, 

O>f'=OTtang'9'=OT0ittw = a$itt^^*, 



* Bei Booth vollzieht sich die Einführung dieser Parabel in etwas unklarer 
Weise, wie denn überhaupt bei Aneinanderreihung der einzelnen Theoreme kein 
bestimmtes Prinzip befolgt zu sein scheint. Dem gegenüber ward hier daran fest- 
gehalten, jeden einzelnen Satz gerade dann zu bringen, wenn alle die Vorbedin- 
gungen, von deren Erfüllung der Beweis des Satzes abhängt, durch die früheren 
Entw^ickelungen gegeben sind. — Wenn wir von einer der Logocyklik adjungier- 
ten Parabel und in übertragenem Sinne später auch von einer der Parabel ad- 
jungierten Logocyklik sprechen, so ist allerdings zu bemerken, dass das Wort 
„adjungierte Kurve" hier nicht mit dem von einigen neueren Geometem angenom- 
menen Sprachgebrauche übereinstimmt, indem eine Kurve A dann einer Kurve B 
adjungiert genannt wird**), wenn A durch die fe- fachen Punkte von B (Jk— l)mal 
hindurchgeht. Nun geht allerdings unsere Parabel einfach durch den Doppelpunkt 
der Logocyklik hindurch, nicht jedoch durch den Wendepunkt, den die letztere 
in der Unendlichkeit besitzt. 
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Diejenige Kurve aber, deren Subtangente der doppelten Abscisse gleich 
ist, ist bekanntlich eine Parabel. Die Gleichung derselben würde in 
unserem System folgende sein: 

Der Punkt Q der adjungierten Parabel wird aus Gründen, für 
welche auf Kapitel V verwiesen werden muss, als der dem Radiusvektor 
FR^B^ entsprechende logarithmische Punkt bezeichnet. 

11. Die Ordinaten zweier zusammengehöriger Punkte geben in 
Summa die Ordinate des entsprechenden logarithmischen Punktes der 
adjungierten Parabel, die Abscissen der nämlichen Punkte geben ad* 
diert den Durchmesser des Grundkreises, welch letzterer durch den 
Pol geht und die Asymptote berührt.^) 

Die bezüglichen Ordinaten seien t/^, j/g, die bezüglichen Abscissen 
^1, ^2' ^^^^ h^t man 

yi = r^ sin ^ = a^ taitg t*, y^ = r^ sin ^ =- aer"* tdltg w, 

6" + e-" 



2/1 + 2/2=== 2a 



taiigw = 2a0ittw. 



Zugleich ist die Ordinate des entsprechenden Parabelpunktes 
y^QU=TO + QW = amu+QTcot2ingd'^amu 

T — T 

+ -~^-~ cotangV'cotang'ö^=a0inn+a0tnMCO0M0ec«^=2a0ili w, 

sohin^ wie behauptet, 

2/1 + 2/2 = 2/- 
An zweiter Stelle ist 

^1 + ^2 = ^^ ^^^ ^ + ^^~'* ^^^ w == 2a = ÄO. 
Schliesslich erkennt man auch, dass 

2/1^2 + ^1^2 = a^e**e^Hmi^u+a^e'*e-'* iitt^u 

sein muss. 

12. Die Summe der beiden zusammengehörigen Punkten der Logo- 
cyklik entsprechenden polaren Subtangenten ist konstant. 

FC und jFC" sind die beiden Subtangenten. Aus der Figur folgt 
unverzüglich 

FG+ FC = ae« cos -O- + ae- "cos # = 2 a • ^-^ 0ec w « 2a. 



13. Die Summe der reciproken Werte der beiden zusammengehö- 
rigen Punkten der Logocyklik entsprechenden Polaren Subnormalen 
ist konstant. 
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FN und FN^ sind die beiden Subnormalen. Nun liefern die 
rechtwinkligen Dreiecke FNB^ und FN^R^ die Beziehungen 

FN = r^ cotang ^ = r^ sec -d* ««= ae" r0$ w, 

FN^^ r^ cotang ^ « r^ sec # == ae""" t00 «, 
und es wird 

1,1 1 (%ttu , 0ecw\ 2 2 

14. Der Ort der Endpunkte der polaren Subtangenten ist eine 
EardioidC; deren Diameter 2a mit der Axe der Logocyklik zusammen- 
fallt, deren Spitze in F liegt. 

Der Ort der Endpunkte der polaren Subnormalen ist eine der ad- 
jungierten Parabel konfokale Parabel. 

Diese beiden Sätze Booths (a. a, 0.) über geometrische Örter 
äiessen unmittelbar aus 12) und 13). 

15. Die zwischen den Berührungspunkten und der Asymptote ent- 
haltenen Stücke zusammengehöriger Tangenten sind gleichlang.^^) 

In der Figur soll also R^ T^ «== R^ T^ sein. Aus dem Dreieck R^ T^H 
folgt die Proportion 

-RiI\:i?iff=sin(90H^):sin[90«-(^ + '^)], 

und da, wie aus 2) bekannt, R^B.^FR^^ae'~^ ist, so ergiebt sich 

^ ^ ae""" cosö- 

^ ^ cos(^-f'9') 
Ganz ebenso findet man 

P ^ ae^cos-O" 

Demzufolge ist 

R^T^_e-'' cos(^ — -a-) c"-" l + tang^tang^_e-^' \+miu%ttu 
R^Ti" e" cos(^ + d')"~ e" 1 — tang ^ tang -a- ~~ e" * 1 — öittMöecw 

^ e^"^ C Jg u + gjn u ^ 

~ e" CO0W — »tnw ' 

wie behauptet war. 

16. Zwei zusammengehörige Tangenten bestimmen ein gleich- 
schenkliges Dreieck, dessen Basis die Subnormalenlinie bildet. 

Wir begnügen uns, nachzuweisen, dass CV^R^T^ ist. Aus 12) 
ist uns bekannt, dass CC* den Wert 2a besitzt. Es folgt also 

> sm^ 

Ferner ist uns 

^ ^ ae—^coad' ae"^ 



cos (^ + %) cos ^ — tang ö- sin ^ 
bekannt; da aber 



^: 
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ist, so ist auch 
und 
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tang V' = $W M 

e""" sin ^ = cos ^ — tang d^ sin ^ 

a 



e—^sm^ sm^ 



= (7F. 



Man hat demzufolge CV^C'V^B^T^=B^T^, 

17. Fällt man vom Pol Perpendikel p^ und jpg auf zusammen- 
gehörige Tangenten, wodurch auf letzteren gegen die Berührungspunkte 
hin die Segmente q^ und g^ abgeschnitten werden, so wird 

Eine leichte Berechnung liefert 



Pi=^a (cos il) + ycos 2 ^) = 



ae 



— u 



P2 = ct (cos ^ — Ycos 2 ^) = 



/l + COft' « 



qx^a cotang rl> (cos ^ + }/cos 2 ^) 



^2 =» a cotang ^ (cos ^ — ^cos 2 ^) = 



Daraus folgt 



1/1 + COB^ W 

]/r+7ö0^M 



»1 «2 = a^ sin^ ^ = T— 5- ? 



= /t2 



,2w. ^ 



a^tOB^u 



^ig'2«=a^cos^^= :i— g^ 

18. Die logocyklische Kurve ist die Enveloppe für sämtliche 
Kreise, deren Mittelpunkte auf der adjungierten Parabel gelegen und 

deren Halbmesser durch den Ausdruck YP — a^ gegeben sind, unter 
f den Abstand des Kreiscentrums vom Brennpunkt der Parabel ver- 
standen.^^) 

Sind a und ß die rechtwinkligen Koordinaten des Mittelpunktes 
eines solchen Kreises, so ist dessen Gleichung folgende: 

wobei zu setzen ist 

a = a(l— 0ttt^M), /3 = 2ästttw, f=atOB^u. 
Dies oben substituiert, giebt 

G^x^+ y^ + 2a{Bxn^ u — l) X — Aa^inu -y + a^^O. 
Nun difFerentiiere man G partiell nach U] es wird so 
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du 
Da die Gleichungswurzel tOBu^O keinen Sinn ergeben würde,* so muss 

y 

X 

sein. — ist aber auch gleich tang-O*; somit sind wir auf die allein 

för die Logocyklik giltige Gleichheit 6tn w = tang -O* gestossen. Wür- 
den wir, einen anderen Weg einschlagend, den für $\\tu gefundenen 
Wert oben einsetzen, so ergäbe sich 

^ X 

oder einfacher 

(x^ + y^) (2a — x) = a^x. 

Dies ist aber die uns bekannte cärtesische Gleichung der logocykli- 
schen Linie. 

19. Sind Qi und Q2 die den Endpunkten der Fahrstrahlen r^ und 
r^ entsprechenden Krümmungshalbmesser der Logocyklik, so gilt die 
Relation 27) 



2pi 2p2 

Der dem Argument ii entsprechende Krümmungsradius q^ ist gleich 






* cPr 

— r 



Da (vergl. Kap. II) 

cIt d t 

r-^ae""^ dd'-^SHudu^ -^-^ae'^ct^Su, ^^'^ae***tMU 

ist, so ergiebt sich 

^ "~'a^e^«(l + tüB^u — Bin utOB w) "" 1 + tOB^u — Bin utnB u 
und daraus 

r^ rg ^ l + toB^u—$xnut(^Bu l + tm^{-'u)'-'$xn(r-u)tM(—u) ^ 

Nun ist aber 

C0$ (— u) » toi$ ti, mn (— ti) — — sin u, 

deshalb auch 



* Ein hyperbolischer Cosinus kann nicht kleiner als Eins werden. 
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Aus der bekannten Identität tang^»$ecte folgt aber gleicherweise 

• / 1 

sm ^ «= - ^* 

y 1 + CO0* w 

20. Versteht man unter C und C" die durch den Neigungswinkel 

6 >= 'S" + arctang — • ^ <. 

charakterisierten Krümmungssehnen zweier zusammengehöriger Punkte, 
so sind C" und C" mit den entsprechenden Polstrahlen r^ und rg durch 
die Gleichung 

verknüpft (Booth, a. a. 0.). 

Mit Hilfe der Hyperbelfunktionen lässt sich der Beweis hierfür 
in folgender Weise führen. Es ist 

1 e""" 

r^ a ^ ^ ' 

tang (6 -- "d-) = — • ae^^tOBu = cOS w, 

tangO — iöint* 



l+tangÖBin«* 

Wird nun ein neues hyperbolisches Argument v von der Beschaffen- 
heit hinzugenommen, dass 

tang ^ « tang —^ lang B^sxnv 

wird, so bekommt man 

sxnv^ 



1 — sin « coi$ w 

CO0 u yi + tOB^u ^ 

tos V «= -j — ^ j 



e'^'^tOBv + BXnv'^ — 4 ,- — ■ 

l — Bxnuto^u 

Wir haben sonach, wenn wir nur beachten, dass zu r^ und r^ jeweils 
die hyperbolischen Argumente ±u gehören, 



r^-ac-, 


^, _ ^ COi$ w + Bin n + to$ uyi+ tOS^u 


^ l — $xnutOBu 


r2 = ac-«, 


^fi^ tos w — $itt t* + tos M yi + tos^ u 


^ 1 + sxnutosu 
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Dann aber lehrt die direkte Ausrechnung, dass in der That die 
Identität 

^4-^ — 1 

besteht. ^ ^ 

21. Bedeutet r' den Krümmungsradius für jenen Punkt der Para- 
bel, dessen Normale mit der Axe eineu durch die Relation 

tang i) = cos d 

gekennzeichneten Winkel bildet, und ist für q^ und q^ die Bedeu- 
tung die gleiche wie in 18), so ist^^), wenn auch ^ seinen früheren 
Wert beibehält, i ^ g 

Die Parabelgleichung ist, wie bekannt, 

woraus . 

dy y a d^y y^a 



dx Yx ^^^ 2]/^ 

und, unter t einen beliebigen Krümmungshalbmesser der Parabel ver- 
standen, //7 \nl 



r = 



^ Ya 

dx^ 

folgt. Die Polargleichung der Parabel hat die Form* 

4 a cos d' 



r^ 



sin'd^ 



und, insofern a; == r cos '9'', ist auch 

x^Aa cotang^ -d*'. 
Nun soll aber 

cotang^ ^ = (g)' = i^' = ^ = ^„J^g.^, = i tang« ^ 

sein , d. h. es ist 

tang ^ = ± 2 cotang '9'' 
und weiterhin 

ir = a cos^ \^ = a ßec^ w. 

Substituieren wir diesen Wert von x in dem für t gefundenen Aus- 
druck, so geht r in r' über, und wir erhalten letztere Grösse als 
Funktion von u wie folgt: 



* Da die Amplituden für die Logocyklik vom Punkt L , für die adjungieite 
Parabel dagegen vom Punkt aus gezählt werden , so mussten für sie auch ver- 
schiedene Buchstaben, -ö* und -O^, zur Bezeichnung dienen. 

Ga-uther, Parab. Logarithmeu u. parab. Trigouometrie. 4 
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und 

8 4 r0$* u 



Nehmen wir jetzt die andere Summe vor, so finden wir 

1 1 l + ca0^ti + 0tnwr0$M l + tdB^n — BxnutoBu 

'■ ■■■ *^^ ■ ■ - „J I ■ — ^^^ ■■■ I ■ — I Fl ■■ ■ ■ ■ *T** ■"■-■ lll».. I I —■■■ — ■ 

9i 92 ae"(l + fO0^w)^ ae- " {1 + tn$^ u)^ 

— 2 cae n (1 + f 06^ u + $t H^ iQ ^ AtoB^ u ^8 
a (1 + f0$^ t*)* a (1 + C00* m)^ r' 

wie behauptet war. 

22. Die Quadratur der Logocyklik lässt sich auf die Quadratur 
gewisser anderer Kurven von der dritten Ordnung zurückführen.^^) 

Die Logocyklik hat, wie wir wissen, .die Gleichung 



y^(a-x)y^ 



X 



■X 

Jener Cissoide, welche (s. die Figur) F zur Spitze, DY" zur Asymptote 
hat, kommt, wie ebenfalls schon erwähnt ward, die Gleichung 

y a — X 

zu. Endlich gesellen wir zu diesen beiden noch jene Kurve, welche 
von der bekannten Maria Gaetana Agnesi in ihren ,ylstituti<mi ana- 
litiche ad uso della gioventü Italiana'^ (Mailand 1748) näher untersucht 
und auch nach ihr benannt ward. Hat diese Kurve F zum Scheitel 
und gleichfalls Z)Y" zur Asymptote, so ist ihre Gleichung diese: 

Bezeichnet man mithin die dem nämlichen x zugehörigen* Ordinaten 
für die Logocyklik die Cissoide und die Agnesi-Kurve durch yi, ycy y«, 
so ist fürs erste . 

^ya = yc±yi' 

integrieren wir aber diese Gleichung nach x zwischen beliebigen Gren- 
zen, so erhellt auch: 

Der halbe Inhalt der Agnesi-Kurve ist gleich der algebraischen 
Summe aus den Lihalten der Cissoide und der Logocyklik. 

Hieran möge sich gleich eine andere metrische Relation von eigen- 
tümlichem Literesse anreihen. Unter der Bissektrix der Agnesi- 
Kurve verstehen wir eine krumme Linie, welche sämtliche Ordinaten 
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der ersteren halbiert. Wir konstruieren die Ordinaten yi und y'i zu 
zwei zusammengehörigen Punkten der Logocyklik; diesen Ordinaten 
entspreclien die Ordinaten yo und yj der Oissoide, yi, und yj der Bis- 
sektrix. Dann aber wird 





yo= 


="^1/2^^' 




?/«= 


='^1/2« ^' 




«/' = 




Hieraas 


folgt 


reclmeriscfa 



j/e=(2a-a.)|/^ 



X 

— 5 



^=« y — 



za — x 



3// = («-'^)]/— - 



— a? 



„a curious rdation hetween the six ordinates of the three curves drawn 
three by three ihrcmgh any two reciprocal points of the logocyclic curveJ'* 

23. Die Logocyklik ist eine quadrierbare Kurve. 

Einen sehr einfachen Ausdruck bekommen wir besonders dann, 
Tirenn wir mit Rummer^^) das gemischtlinige Dreieck R^OR^ (Fig. 13) 
quadrieren. Bezeichnen wir dessen Inhalt mit A, so wird (CConstans) 

A-(7=4 l I r^^dd'- I r^^dd'j==j l j e^^du- 1 e-^^du) 



"/- 



e-2" , «2 



NeJiinen wir dagegen die Aufgabe ganz allgemein in AngrijBF, so erhält 
ein Kurvensektor, welcher zwischen der Axe und dem der Amplitude 
^ entsprechenden Pahrstrahle gelegen ist, den Wert 



■^fr^dd'. 






Nun ist r = ae", dd''=!^t(udii und 

u u 

1^ w + 2 0111 u(osu + 0in^ u 



°"^"/~ 



ö^ia^ I e^'^^ttudti^ia^ 1 , -^ .^^ ^v , ^>„ ^ ^^ 





Wir setzen $Wu=^(t^$^u — l und finden, da offenbar 



* Bei Booth®^) findet sich unsere Gleichung in der nachstehenden Form 
geechriebem y.^.^y.y'.-y,^,. 

Man überzeugt sich leicht, dass unsere Darstellung die richtige ist. 

4* 



l 






52 Drittes Kapitel. 

ist, 

tf = a* (ein u + tn^u~ J /gec w dw). 

6 

Das letztere Integral brauchen wir gar nicht besonders auszuwerten, 
indem wir ja bereits wissen, dass ihm der Wert 

'9' = arccos (Btt w) 

zukommt. Zum Schlüsse ist also 

^ = a^ [e" — -|- arccos (ßtc u)], 
respektive 

ö^ar — ^a^d: 

Halten wir uns an das erstgenannte Integral, so ist die Frage 
anfzuwerfen, für welche besonders ausgezeichneten Werte von u 
sich ein einfaches geschlossenes Resultat erwarten lässt. Solche 
Werte von u sind, wie eine naheliegende geometrische Betrachtung 
ersehen lässt, einzig und — oo. Setzen wir diese ein, so findet 
sich, da $tt (— oo)= 1 :f00 (— qo)«0 wird, zunächst 

- 10 

^' "= öt^ [e" — -j arccos (ßtt u)]^ a^ fl— ^^ —0 + -\ arccos 0\ . 

— OD 

Nun ist ojBFenbar zweierlei zu unterscheiden, indem ja arccos ent- 
weder gleich — - — 7C oder gleich » — 7t sein kann. Im ersteren 

Falle ist 

Alsdann haben wir den halben Ovalinhalt und können sagen: 

Das Oval der Logocyklik hat einen Flächeninhalt, dessen Wert 
gefunden wird, wenn man die Differenz eines Quadrates von der Seite 
a und eines Kreises von der Seite ^a mit 2 multipliziert. 
Andernfalls ist 



a', = a^(l-f + ^|) = a^ + 



\ c?%. 



(i\ ist offenbar der Inhalt des erst in der Unendlichkeit geschlossenen 
Dreiecks, welches die Axe, die Asymptote und die Kurve selbst mit 
einander bilden. Multiplizieren wir q\ mit 2, so können wir als Ana- 
logon des vorigen Satzes den folgenden formulieren: 



r 



^. ■• ->-^^ 
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Der gesamte zwischen Logoeyklik und Asymptote enthaltene 
Flächenraum wird gefunden, wenn man die Summe eines Quadrats von 
der Seite a und eines Kreises von der Seite Ja mit 2 multipliziert. 

Durch Addition endlich findet sich: 

Der Gedamtflächeninhalt der Logoeyklik ist einem Quadrate von 
der Seite 2 a gleich. 

Darin also, dass die anscheinend unermessliche , weil ins Unend- 
liche sich erstreckende Fläche der Kurve exakt ermittelt werden kann, 
stimmt die logocyklische Kurve mit dem Folium Cartesii (s. o.) überein.^^) 

24. Die Rektifikation der Logoeyklik lässt sich zurückfuhren auf 
diejenige der gleichseitigen Hyperbel respektive der Lemniskate. 

Um diese bereits im Eingange dieses Kapitels angedeutete Be- 
hauptung zu erhärten, müssen wir zunächst die gleichseitige Hyperbel 
rektifizieren. Man hat (s. oben Kap. II), unter A die Halbaxe einer sol- 
chen verstanden, 

und sodann die Bogenlänge, vom Scheitel aus gerechnet, 

y u 

/ ~ /dx\^ — 

1+ (y-l dy = A I |/c0a^M+«tn^wdw. 



'fV 



\dyJ 





Um dieses Integral womöglich als ein elliptisches zu erkennen, setzen wir 

sin^ 



tangw 



t^^u = 



stnw = 



Dann vdrd, da 

1 dil} 



•/2-sinV 

•/2 - sin^^ 

y2cos^ 

sin^ 

■ • 

]/2 cos xl> 



du^ 



1 dtf} y2 cos ^ 



dt 



Y2 C0$«^cos2^ Y^ ßQg2^ y2 — sin'^ t cos ^'/2 — sin V 
ist, die Bogenlänge 






dil> 



cos^ il> y2 — sin^ ^ 







2— -sin^^-f sin^^ 
2 cos^ ^ 

A r dt 

yiij cos^ !^ l/l^l sin^^ 



■i. 



~1rTS 



. r ' 






■-* 



-5! 
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Dies ist der auch von Booth^®) angegebene, jedoch ungleich weit- 
läufiger hergeleitete Ausdruck für die Bogenlänge der gleichseitigen 
Hyperbel; derselbe ist, wenn man Legendres Kategorien beibehält, 
ein mit einer Konstanten multipliziertes elliptisches Integral der drit- 
ten Gattung. Legendre zufolge^) ist nämlich die dritte kanonische 
Form 

Xfj 

dt 



Tl{n,l,t)^ I - 



(1 + w sin* ^) y\ — h^ sin*^ 



und wir haben sonach mit Hilfe geeigneter Verwendung von Kreis- 
und Hyperbelfunktionen das einstweilige Resultat erhalten: 

Der vom Scheitel aus gerechnete Bogen einer gleichseitigen Hy- 

A 
perbel von der Axe 2A ist dem mit 77= multiplizierten elliptischen 

Integrale dritter Gattung 

JJ(-i,vq:,V') 

gleich. 

Was den <)C^ anbelangt, so ist er mit jenem <)C'9', welcher den 
transscendenten Winkel zu dem obigen gemeinsamen Winkel u dar- 
stellt, durch eine einfache Gleichung verknüpft. Drückt man nämlich 
sin^ durch toitgti aus, so erhält man 

y 2 tgrtfl u 

0tn ^ = ' ~ ' 

yi + tmtg* u 

Würde man dagegen den mit u korrespondierenden Winkel berechnen, 
so würde sich unverzüglich herausstellen: Der als veränderliche Grösse 
verwendete Winkel ^ steht mit jenem Winkel -ö", welcher den Rich- 
tungsunterschied zwischen der grossen Axe und dem nach dem End- 
punkt des betrachteten Bogens gezogenen Radiusvektor angiebt, in 

einer einfachen, durch 

sin*^ = 2 8in*'9' 

gekennzeichneten Beziehung. 

Gehen wir nunmehr zu der logocyklischen Kurve selbst zurück. 
Das Problem, dieselbe zu rektifizieren, hat Booth (a. a. 0.) aus Grün- 
den der Kürze nicht in seiner ganzen Allgemeinheit gelöst. Um dies 

nachzuholen, setzen wir wiederum 

dT 

so dass 
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U 







+ 6^"C0<i*W0ef Wdw 





wird Einstweilen seien diese beiden Integrale, als unbestimmte be- 
trachtet, durch J^ und J^ bezeichnet, so dass 

u 

s = a ^{Jt + J^) 

geworden ist. Das Integral J^ ist in endlicher Form auswertbar, wie 
aus folgendem erhellt. Man hat 

j j / $tn^(l + c0ig^^) _ / ^ jgjn u du 



2 



VI 



$tn u (0$ ü du 



— J^l+ «^8- 



Vi + t^^^u 

Dass J'g unter dem Integralzeichen das vollständige Differential eines 
einfachen Wurzelausdruckes enthält, liegt am Tage; es ist nämlich 



Um J\ zu finden, setze man 



2 



yi+t^^^u. 



C00W = 






^xnudu^-^. yr+ii^ü^^^', 



durch diese Substitutionen geht J\ über in 

+ y^ 2y 2y 



-A 



8 



2y^ 1-y* l + y 



f2 



dy 



-~^M' 



Dieses letztere Integral lässt sich wieder sehr leicht auf Hyperbel- 
funktionen zurückführen; thut man dies, so wird*^) 



j\ = -2 arclang y = 2 arclang (yi + ii^— tt^s u). 

Das obige Integral J^ ist irreduzibel; wir müssen es also so umzu- 
gestalten suchen, dass seine Zugehörigkeit zu den elliptischen Inte- 
gralen ans Licht trete. Zu dem Ende vollziehen wir den — den bis- 
her zum öfteren vorgekommenen Umformungen entgegengesetzten — 
Übergang vom gemeinsamen Winkel u zum transsceudenten Winkel 
-ö", d. h. wir setzen 



td^u^ 



1 



So wird denn 



COS-ö" 



du = 



dd' 



cos^ 
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dd' 



J cos'd J cos«fl-|/l 






d%^ 



Integriert man zwischen den Grenzen und -&•, so ergiebt sich 



Jr 



Y2 



■CT 



d» 



Bw?Q)YT-\sw?i& j y\ 



^/> 



dO' 



Isin«-^ 



•-0 

Von diesen beiden Integralen hat das erste die Normalform der ellip- 
tischen Integrale dritter Gattung, das zweite die Normalform der ellip- 
tischen Integrale erster Gattung, und man kann folglich schreiben: 

« 

Stellt man J^ und J^ zusammen, in letzterem zugleich zwischen den 
Grenzen und u integrierend und sodann u durch # ersetzend, so 
nimmt der für die Bogenlänge der Logocyklik berechnete Wert diese 
Form an: 



="[72(n(-i'>^«'*)+-^(i^i'*))+>^i+ 



sec^-ö" 



+ 2 artlang (V^l + sec« -^ - sec -ö-) - ^2 - 2 arclang 0/2— 1)1 . 

Um die volle geometrische Deutung der hier auftretenden Ausdrücke 
zu erhalten, erinnern wir uns daran, dass die Polargleichung der Lem- 
niskate (yergl. Kapitel II) durch* 

r^-a^Ccos^O^-sin^-ö-') 

gegeben ist. Bezeichnen wir durch 5' ihre vom Pol (Doppelpunkt) aus 
gerechnete Bogenlänge, so wird, da 

dr _ 2a&m%^ Q0^%^ 
ist, 



»' 



d^ l/cos^^-sin^-fr' 



./i/ 



cos^-Ö-'-sin^-^^-f 



4sin*'9^cos2'e'' 



cos^-d^-sin^-d^ 



-,d%> 



/l /cos*«' 



+ 2cos^'9^8in*'9^ + sin*'9^ 



cos^-ö^-sin^-ö^ 



d%^, 



"* Da man im voraus nicht wissen kann, ob die Amplitude der Lemniskaten- 
gleichung mit unserem gewöhnlichen %• ihrer geometrischen Bedeutung nach über- 
einstimmt — in der That stellt sich ja nachher das Gegenteil heraus — , so er- 
schien es angemessen, erstere durch einen Akut keimtlich zu machen. 
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,_ _a^ /"_ _d^ j^ r d^ 



Indem wir sin^'9^ durch -|-sin^'9' ersetzen, finden wir endlich 

Unser Gesamtergebnis können wir deshalb in folgende Worte kleiden: 
Die Bogenlänge der logocyklischen Kurve setzt sich zusammen 
aus: I) einem Bogen einer gleichseitigen Hyperbel von der Axe 2a, 
II) einem Bogen einer Lemniskate von der gleichen Axe 2 a, III) einer 
geraden Linie von bestimmter Länge * 

Diesem Kesultat hat Mansion in seinem Zusatz zu einer Arbeit 
des Verfassers dieser Schrift noch eine neue beachtenswerte Seite ab- 
gewonnen.^^) Indem man 

J V cos^^ J |/i + cos2# 



T^-atang-Ö-l/lTcös^, E == aj YT+cös^ dd^ 



setzt, findet man, s teilweise integrierend, 

Hier bedeutet T jenes Stück der Tangente einer gleichseitigen Hy- 
perbel von der Bogenlänge 

dd' 



H 



-:h 



cos^-Ö-yT+cös^ 





welches enthalten ist zwischen dem Berührungspunkt und dem Fuss- 
punkt des aus dem Mittelpunkt auf die Tangente gefällten Lotes, und 
JE ist ein Bogen einer durch die Gleichung 2x^ + y'^==a^^ respektive 
die Parameterdarstellung 



* Es mag hier, um Missverständnisse hintanzuhalten, daran erinnert wer- 
den, dass die Bezeichnung arctang eine reine Zahl vorstellt, nämlich die Mass- » 
zahl eines gewissen Doppelsektors in der gleichseitigen Einheitshyperbel. Mit 
der Rektifikation der Hyperbel hat dieser Ausdruck, den die Mathematiker in 
nicht völlig logischer Weise dem bekannten arctang nachgebildet haben, selbst- 
verständlich nicht das mindeste zu thun. 
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bestimmten Ellipse. Ersetzt man L durch H, so wird 

s«4Ä-4T+2J5;, 

in -Worten (a. a. 0.): „Uarc de logocyclique peut donc s'exprimer au moyen 
d'un arc cFellipse et düun arc de lemniscate, cm ä!%m arc c^ellipse et d^un 
arc cFhyperboleJ^ 

Nachdem somit alle wichtigeren bei der Diskussion einer Kurve 
sich ergebenden Fragen erledigt sind, erachten wir unsere Aufgabe, 
soweit sie sich auf die logocyklische Kurve bezog, gleichfalls für ab- 
geschlossen. Erwähnt möge noch werden, dass noch nach Beendigung 
dieses Kapitels eine sehr inhaltreiche Abhandlung über unsere Kurve 
aus der Feder Zahradniks erschienen ist^^; die Untersuchung grün- 
det sich auf die Zerlegung der cartesischen Gleichung in die beiden 

Gleichunffen « 

° au au^ 



mit Hilfe des Parameters i« »== arctang #. 
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Booths parabolische Trigonometrie und deren Zurückfiihrung 

auf ihren wahren Charakter. 

§ 1. Stehen drei elliptische Integrale von der ersten Legendre- 
schen Normalform in der Beziehung, dass 

ist, so stehen, wie in der Theorie der elliptischen Funktionen gezeigt 
wird, die oberen drei Grenzen 9?, t und % dieser Integrale ebenfalls 
in einer sehr einfachen Beziehung-, es ist nämlich 

cos X = cos (p cos ^ — sin 9 sin t l/T-- ifc^sin^ x 
die an eine bekannte Formel der Raumtrigonometrie gemahnende Be- 
dingungsgleichuBg.^) Für jfc«=0 wird dadurch ausgesagt, dass 

cos;i; = cos(9? + ^)7 
X also die Summe der beiden Winkel (p und ^ sein muss-, für äj=1 
dagegen erhalten wir 

cos X = cos (p cos ^ — sin (p sin ^ cos x 
oder auch 

sec X '= sec (p sec ^ + tang q) tang ^, 

indem die erstere Gleichung durch das Produkt cos 9 cos ^ cos ;u divi- 
diert wurde. Gehen wir zu den obigen Integralen zurück, so können 
wir der letzten Gleichung offenbar auch die folgende substituieren: 

dilj r dx 



/ dg) j d^ 
cos 9 ^ cos^ 



cos ^ / cos X 

Zu eben diesem Integral führen uns aber auch unsere früheren Be- 
trachtungen über die Rektifikation der logocyklischen Kurve. Jeder 
Bogen einer solchen wird, wie sich uns ergab, durch die Summe zweier 
elliptischer Integrale und einer Streckenmasszahl, beides multipliziert 
mit eiuer Konstanten, ausgedrückt. Fassen wir diesen letztem Teil 
einzig und allein ins Auge und bezeichnen ihn mit m, so ist (s. 0.) 

m = y\ + öö^ -f 2 arclang (1/1+ sec^ - sec %). 
Die uns bereits geläufige Substitution 
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führt, da 
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sec -ö" = cotang ^' 



-iog]/;4 

gesetzt werden darf, zu dem weiteren Ergebnis^) 



arclang o 

^ - ' ' CD 






m = cosec -ö"' 

Damit ist unsere Behauptung von vorhin gerechtfertigt und es fällt 
zugleich jetzt schon etwas Licht auf die im folgenden immer klarer 
hervortretende Thatsache, dass dieses vierte und das yoraufgehende 
dritte Kapitel inhaltlich sich auf das engste an einander anschliessen. 
An dritter Stelle endlich wird man auf das obige Integral geführt 
durch die Rektifikation der Parabel. Aus deren Gleichung 

y^ = 4:px 
folgt die Bogenlänge, wenn noch ^ =6\xxu gesetzt wird, 

5 = / Vd^+dy^ =/ j/l + {^\^dy = 2p 1 yi + m^uit^^udu 

=p / (1 + C00 2u) du =p (u + 0ttt u f 0$ u). 

Wird jetzt der transscendente Winkel d- eingeführt, so wird weiter 

$ttt u = tang d'^ f0$ u = sec #, u = log tang ( J 7C-\- \ '9'), 

oder auch, es wird, wenn wir den letzteren Ausdruck in Form eines 
Integrals schreiben. 



s =i, (sec* tang *+y^). 



Zu dem lutegrale /sec %^ d%' sind wir somit auf dreierlei unter sich 
völlig verschiedene Weisen gelangt: erstens durch Rektifikation der Lo- 
gocyklik, zweitens durch Rektifikation der Parabel und endlich drittens 
durch Spezialisierung des Additionstheorems der elliptischen Integrale 
erster Gattung. Diese Kennzeichnung der Wege, auf welchen man zu 
der für die Summation parabolischer und logocyklischer Bögen gleich 
bedeutungsvollen Gleichung 



I) f 8ec(pdg)+ I sec tjjdtjj = 1 sec % d% 



gelangen kann, war notwendig, um die Berechtigung zu Booths Ein- 
führung einer neuen geometrischen Discipliu zu übersehen. Die Vor- 
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bedingung dieser letzteren hatte der Verfasser schon früher mit den 
folgenden Worten zu kennzeichnen versucht*^): 

„Je nachdem das Legendre elliptische Integral der ersten Gat- 
tung einen der .Null oder der Eins gleichen Modul hat, liefert es die 
Arcus- oder die Gudermannsche Funktion und damit respektiye die 
Rektifikation des Kreises oder der Parabel." 

In der That: Auf diese Gleichung I) stützt James Booth®) das 
Prinzip der ihm eigentümlichen symbolischen Trigonometrie der Parabel. 

Zunächst geht er allerdings von der Gleichung (s. o.) 

II) sec X "= sec ^ sec ^ + tang (p tang ^ 

aus. Aus ihr folgt sofort 

sin w + aint 

1 + sm 9 sm ^ 
und durch Multiplikation 

ni) tang X = tang <p sec ^ + sec <P tang ^. 

Differentiiert man Gleichung III) nach allen drei in ihr vorkommen- 
den Veränderlichen, so ergiebt sich 

sec* Xdx'^ sec (p d(p (sec 9 sec ^ + tang (f tang ^) 

+ sec ^ dtf; (tang (p tang ^ + sec <p sec ip). 

Berücksichtigt man II), hebt beiderseits mit sec;^ und integriert, so 
erhält man wieder wie oben in I) 

/ sec <pdg) + 1 sec tdi^^ 1 sec x dx* 

Man bemerkt, dass die Relationen II) und III) den bekannten 
Additionstheoremen der Goniometrie in mancher Hinsicht sehr ähnlich 
sich verhalten. Um diese Analogie noch deutlicher zum Ausdruck za 
bringen, führt Booth eine völlig neue symbolische Bezeichnung ein]; 
er setzt** (a. a. 0.) — nachdem er jedoch bereits in seinen Unter- 



* Cayley ist es eben gewesen, der, den Zusammenhang fraglichen Integrales 
mit der von Gudermann eingefährten „hyperbolischen Länge" erkennend, den 



Ausdruck. 



-^ (1 » 9>) = / , ^. ^ =• / sec qp d qp 
J yi — sin* <p J 





mit dem Namen der „ Gudermannian function'^ belegt und einer besondem Be- 
achtung gewürdigt hat.^) 

** Die Zeichen erscheinen hier im Texte gegen dtis Booth sehe Original 
um deswillen etwas abgeändert, weil das dort gewählte Symbol X hi deutschen 
Werken vielfach das Senkrechtstehen zweier Geraden kennzeichnet, Irrungen also 
nicht ausgeschlossen sein würden. 
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suchungen über die räumliche Darstellung der elliptischen Integrale^) 
die Grundzüge niedergelegt hatte — die folgenden Symbolisierungen fest : 

tang (91^) = tang 9 sec ^ + tang ^ sec 9 , 
tang (9 T ^) = tang 9 sec ^ — tang ^ sec <p , 
sec (9 1 ^) = sec 9 sec ^ + tang 9 tang ^, 
sec (9 T ^) = sec 9 sec ^ — tang 9 tang ^. 

Was diese neuen Zeichen anlangt, so nennt Booth dieselben^ n^oga- 
rithmic plus and mime«"; auch fügt er bei, dass durch eine imaginäre 
Umformung, deren Wesen aber nur ganz kurz skizziert wird, diese 
Zeichen in das. gewöhnliche + und — umgewandelt werden könnten. 

Es wird sich zeigen, dass mit Festhaltung dieser symbolischen 
Darstellungsweise in der That ein vollständig abgeschlossenes System 
sich konstruieren lässt. Da jedoch in der Wissenschaft neue Symbole 
und Algorithmen, für welche erst wieder besondere Operationsregeln 
ausgemittelt werden müssen, am besten ganz vermieden werden, so stel- 
len wir uns zunächst die Aufgabe, den Zusammenhang der Booth sehen 
Symbolik mit anderen, geläufigeren Methoden festzustellen. Hierzu 
gelangen wir sehr leicht, indem wir die durch die Fundamentalgleichung 
vorgeschriebenen Integrationsprozesse wirklich ausführen. 

Man weiss, dass 

J sec fpdq)^ log tang (| + ^j 
ist. Sucht man andererseits aus der uns bekannten Relation 



lling| =taiig^, 



unter u den zu <p als transscendentem Winkel gehörigen gemeinsamen 
Winkel verstanden, u selbst als Funktion von 9 darzustellen, so hat 
man e" aus der Gleichung 

ZU berechnen. Dies giebt 

6«==tang(^+|), 



log tang (f + f ) = «*• 



Zu den drei Winkeln 9, ^, Xi welche den Namen konjugierte 
Amplituden fuhren, mögen als konjugierte hyperbolische Argu- 
mente die drei Sektoren u^ v^ w hinzutreten; geschieht dies, so sind 
wir in der Lage, die Boothsche Bedingungsgleichung 
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VI) 



I secg)dg) + 1 sec ^ rf^ == / sec % d% 
oder die ihr äquivalente Gleichung 

log tang (f + l) + log *ang ( J + f ) = 1^8 *ang (^ + ^ 

durch die ungleich einfachere zu ersetzen: 

V) u + v^w. 

Sofort wird jetzt auch der volle Sinn der Boothschen symbolischen 
Operationszeichen klar. Da nämlich aus V) mit Rücksicht auf die 
im zweiten Kapitel erörterten Additionssätze der Hyperbelfunktionen 
sofort die . Richtigkeit des Systems 

jörin w?' =^ 0in {u — v) = $in ua^^v— C00 ui^mv, 
ii^^ w = ca0 {u + v)^ tt^^ uii^^v+ $iu«^ 0tn ^, 
C00 w/= C00 {u — v)-= f00 utt^Bv— 0tn t* $tn v 

folgt, da ferner, ebenfalls nach dem zweiten Kapitel, 

tang cp = nn u, tang ^ = miv^ 
sec (f = f 0$ u , sec ^ = C00 «^ 

ist, so sind wir zu einer Reihe von Thatsachen gelangt, deren Ge- 
samtheit wir in nachfolgender These zusammendrängen wollen: 

Die von James Booth in Vorschlag gebrachte symbo- 
lische Trigonometrie, deren Zusammenhang mit der Parabel 
sich demnächst herausstellen wird, geht augenblicklich in die 
gewöhnliche Trigonometrie der gleichseitigen Hyperbel über, 
sobald man jede der drei konjugierten Amplituden durch das 
entsprechende konjugierte hyperboliche Argument ersetzt. Die 
Operations zeichen X und T erweisen sich bei Vornahme dieser 
Transformation als identisch mit den Rechnungszeichen Plus 
und Minus * 



* Booths Biograph Glaisher bezeichnet, worauf bereits früher®) von uns 
hingewiesen wurde, die neue Bezeichnung als eine sehr eigenartige, welche mit 
-f und — unverkennbare Ähnlichkeit habe.®) Warum dies sich so verhält, ja 
warum diese Ähnlichkeit streng genommen auf eine versteckte Identität hinaus- 
läuft, ist oben gezeigt worden. In dem Falle eines Moduls 1 lassen sich die 
Boothschen Symbole aus der für die elliptischen Funktionen charakteristischen 

Gleichung 

tang am {u-\-v) = tang am u sec am v + tang am v sec am u 

in einer anderen Weise, nämlich als Inversionen der inversen Funktionen jener 
Funktionen am (nach Jacobi) darstellen. 
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Fig. 14. 



Die zunächst zu beantwortende Frage ist nunmehr die: aus wel- 
chem Grunde diese Formeln mit der Parabel in Beziehung gesetzt wer- 
den müssen. Wie wir gesehen haben, wird die Länge eines vom 
Scheitel der Parabel ab gerechneten Bogens dieser Kurve, wenn 

y 

deren Gleichung und w = (irc$tll ^ ist, durch 

p(u + Bin u m$ u) 

ausgedrückt. Wir wählen für diesen Ausdruck die der Booth sehen ^^) 
nachgebildete Bezeichnung P(i?, u). Wollen wir die einzelnen in P 
vereinigten Bestandteile geometrisch interpretieren, so wenden wir uns 
zu Fig. 14, in welcher B den Brennpunkt, 
S den Scheitel, Ä einen willkürlichen 
Punkt einer apoUonischen Parabel bedeu- 
tet. Konstruiert man deren Scheiteltangente 
und bezeichnet mit C deren Durchschnitt 
mit der in J. an die Parabel gelegten Be- 
rührenden, so ist aus den Elementen der 
Kegelschnittlehre bekannt, dass, wenn noch 
BC gezogen wird, <)"^AGB ein rechter 
sein muss. Setzt man <)^SBC^%'^ so ist, 
unter u den zu %• gehörigen gemeinsamen 
Winkel verstanden, 

dy _ 2p 

dx y 

Dies liefert, wenn noch AD normal zur 
Axe der Parabel gezogen wird, 

AD = 2p etil Uy SD = jp 0ttt^ u 
.und, da ^D aus bekannten Gründen dem Doppelten von SC gleich ist. 



= — cotang %• == COBec u. 




.2 



:2 



AC =SC +SD =pH\Xi^u + pHm^u^pH\}x'uu^^u, 

AC^p^VXut^^u, 

Das zwischen Tangential- und Fusspunkt des Brennpunktlotes enthal- 
tene Stück der Berührungslinie wird im Sprachgebrauch des polaren 
Systems als Subtangente bezeichnet. Wir haben also jetzt folgende 
Wahrheit gewonnen: 

Bezieht man eine Parabel auf ein Polarkoordinatensystem, 
dessen Pol der Brennpunkt, dessen Axe die Parabelaxe in dem 
Sinne repräsentiert, dass dem Scheitel die Amplitude Null zu- 
kommt, so setzt sich die Länge eines vom Scheitel ab ge- 
Günther, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 5 
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messenen Kurvenbogens aus zwei Teilen zusammen: nämlich 
erstens aus der Subtangente des Endpunktes und zweitens aus 
dem mit dem vierten Teile des Parameters multiplizierten hy- 
perbolischen Argumente^ welches mit der halben Amplitade 
des Endpunktes korrespondiert. 
Zieht man, um auch die Richtigkeit dieser letzteren Behauptung 
zu erweisen, AB^ so igt 

tang {<tABC) = ^^ ^^—-—-- =Mn u = tang^, 

also auch <^j?C==^, <r^ABS^2^, 

wie eben behauptet war. 

Die DifiFerenz zwischen Bogen und Subtangente, d. h. die Grosse 
pu^ bezeichnet Booth (a. a. 0.) als ßestbogen {^^residual arc^^). 
Unsere weitere Aufgabe wird nun eine doppelte sein: 

Es handelt sich in erster Linie darum, zu zeigen, wie in 
der That durch sachgemässe Diskussion der Grösse P(p,«) 
eine Anzahl wichtiger Sätze über parabolische Bogenlängen 
begründet, d. h. eine Trigonometrie der Parabel erhalten wer- 
den kann; in zweiter Linie soll dargethan werden, dass Booth s 
symbolische Formeln ausnahmslos bei richtiger Literpretation 
auf wohlbekannte Thatsachen der hyperbolischen Goniometrie 
führen* 
Der in den bezüglichen Boothschen Schriften eingehaltene Gang 
wird wesentlich auch für uns im folgenden massgebend sein. 

Wir stossen hier zunächst auf eine Tabelle ^^), in welcher die For- 
meln der parabolischen und cyklischen Trigonometrie in dualistischer 
Anordnung einander gegenübergestellt werden. Wir reproduzieren die- 
selbe in ihren wesentlichen Bestandteilen nachstehend, indem wir je- 

* Man ist wohl berechtigt, die Frage aufzuwerfen, wie es denn gekommen 
sei, dass ein so äusserst scharfsinniger Geometer wie Booth den eigentliclien 
Charakter seiner parabolischen Trigonometrie verkennen und somit, statt mit den 
vorhandenen mathematischen Hilfsmitteln auszureichen, eine neue Gattung von 
Symbolen und Algorithmen eingeführt habe, während doch — wie erst unlängst 
von August") sehr mit Recht betont worden ist — ohne die zwingendste Not- 
wendigkeit alle derartigen Rechnungs weisen nicht zur Verwendung gelangen soll- 
ten. Die Frage ist um so berechtigter, als Booth mit den Hyperbelfunktionen 
keineswegs unbekannt, vielmehr von deren Zü^ssigkeit und Nützlichkeit überzeugt 
war. Er hebt z. B. hervor ") , dass die Lehre von den Logarithmen imaginärer 
Zahlen auf das innigste mit jener von den cyklischen Funktionen verwandt sei, er 
kennt die Arbeiten eines der hervorragendsten Schriftsteller über die Hyperbel- 
funktionen, wie u. a. aus folgendem Satze erhellt ^^): „Indeed it weis long ago ob- 
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doch zu den vorhandenen zwei Rubriken noch eine dritte, die Ergeb- 
nisse der hyperbolischen Goniometrie enthaltend, hinzutreten lassen. 
Um die Tabelle in dieser Form richtig zu verstehen, ist also nur er- 
forderlich, sich stets die Thatsache gegenwärtig zu halten, dass die 
von Booth benutzten Winkel q) und ^ als transscendente Winkel zu 
den von uns eingeführten hyperbolischen Sektoren u und v gehören, 
so zwar^ dass 

tßttfl i\l= tang i [ JJ , respektive } ^ -= log tang (| + t } ^ 

genommen werden muss. unter diesen Voraussetzungen stehen sich 
die drei Formelreihen gegenüber, wie dies auf pag. 68 ersichtlich. 

umstehende Zusammenstellung mag genügen, um erstens einen ge- 
nügenden Überblick über die Formeln der parabolischen Trigonometrie 
zu geben, und um zweitens durch den Augenschein nachzuweisen, dass 
in der That die Formeln der ersten Kolumne in die der dritten sich 
verwandeln, sobald man sin in tang, cos in $ec, tang in $in, sec in 
CO0, X in +, T in — umsetzt. Wir werden noch weiterhin auf ein- 
zelne dieser Relationen zurückzukommen und insbesondere auch zu 
zeigen haben, wie Booth hie und da auf Umwegen zu Resultaten ge- 
langt, welche in Wirklichkeit nur dem einfachen Übergang von der 
ersten zur dritten Rubrik unserer Tabelle entsprechen. 

Sehen wir jetzt zu, wie sich die, sei es in der einen, sei es in 
der anderen Art geschriebenen Formeln zur Messung parabolischer 
Bögen benutzen lassen. 

Es seien ^^) g?, ^ und % drei konjugierte Amplituden von der Be- 
schaffenheit, dass /»/»/» 

/ sec q)dq) + I sec ^ dqp == / sec % äx 

ist. Die zugehörigen hyperbolischen Argumente w, v, w sind demgemäss, 
wie man weiss, durch die Gleichung u-^v^w verbunden. Man hat sonach 

served, by Bernoulli, Lambert and hy others, that the ordinates of an equüateral 
hyperbola tnight be expressed by real exponentials whose exponents are seetors of the 
hyperbola; but the analogy being ülusory, never led to any useful results.^' Diese 
Schlussworte charakterisieren den eigentümlichen Irrtum des hochverdienten Mannes 
und geben den geforderten Aufschluss betreffs der oben gestellten Frage. Booth 
kannte wohl die Hyperbelfunktionen als solche, nicht dagegen die dusch die 
Theorie des gemeinsamen und transscendenten Winkels hergestellte nahe Bezie- 
hung zu Ereisfunktionen reellen Argumentes, indem er sonach die ersteren ledig- 
lich auf die — allerdings ziemlich unfruchtbaren — Kreisfunktionen imaginären 
Argumentes zurückzuführen vermochte. Wir werden noch mehrfach Gelegenheit 
bekonmien, diesem eigentümlichen, anscheinend noch nirgends aufgedeckten Sach- 
verhalt unsere Aufmerksamkeit zu widmen. 

5* 
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P{p^ w) =^p(w + BXnwCOB w). 
Berücksichtigt man die für w, v, w? bestehende Bedingungsgleichuhg, 
80 findet man durch Subtraktion sofort 

P(p, w) — P(j>^ u) — P{p^ t?) = I (sin 2w - Bin 2u — m 2v) 



P 



[0in 2w — 2 $in (u + v) tM (u — v)] 



= f [2 Bin wtnfiw — 2 Btn w tn (u — v)\ * 

^ • . — M + v + w . M — v + w; 

= 2 p 0tn w? 0tn s s^Ji — 



2 



= 2p tang g? tang il) tang ;^. 

Bezeichnet man die Endpunktordinaten der drei in Frage kommenden 
Parabel punkte durch y^, y^^ i/g, so ist, wie man weiss, 

j/i == 2p $in w, 3/2 = 2i) Bin v^ y^ = 2p Bin «^ , 

2p Bin tt Bin i; Bin m; = 2p tang g? tang ^ tang % = ^^^ > 

in Worten^''): 

Die algebraische Summe dreier konjugierter Parabelbögen, 
vom Scheitel aus gerechnet, ist gleich dem Produkt der Ordi- 
naten der drei Endpunkte, dividiert durch das Quadrat des 
halben Parameters. 

Beispiel. Es sei 



n 



Binw; = 2, 



alsdann ist 



Btnw= -g-' Btnv = f) 

r0Bw = f) CBB«;=^) C0Be(; = ]/5; 



Pip. «) =P (^ + log --+/-)' PCd, v)^p(^ + log 



P(i), «;) =1) [21/5 + log (2 + 1/5)] , 



l+T/5 \ 



P(l), m;)-P(i),m)-P(i), t;) = 2i). ^ • \- •2=pY5- 

Verwendet wurde bei Herleitung dieses Resultats der uns bereits be- 
kannte Satz, welchem zufolge BXnx + tO$x=-e^, a?«=log(Bin^ + (BB^) ist. 

* Wie man die hier in Rede stehenden Relationen, welche in ihrer Gesamt- 
heit die sogenannten prosthaphaeretischen Regeln der hyperbolischen Goniometrie 
bilden*^), aus den im zweiten Kapitel entwickelten Additionstheoremen herleitet, 
ist wohl ohne nähere Ausführung einleuchtend. 
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Viertes Kapitel. 



Alle bisher untersuchten Bögen waren, wie man sich kurz aus- 
drücken kann. Scheitelbogen. Auf diese lassen sich aber beliebige an- 
dere Bögen leicht zurückführen, da wir uns jetzt in den Stand gesetzt 
sehen, jeden beliebigen Bogen als Differenz eines Scheitelbogens und 
einer Strecke darzustellen. In Fig. 15 sei, wenn S und B die aus 
Fig. 14 geläufige Bedeutung beibehalten, 

Man hat nun 

arc par {SC + SÄ) = arc par SB + ä, 

arc par {SD— SÄ) = arc par SC — h. 

Ein merkwürdiger Fall tritt dann ein, 
wenn P{p, ti) und P{p^v) einen Fo- 
kalbogen, d. h. einen solchen Bogen 
in Summa ergeben, dessen Sehne durch 
den Brennpunkt B geht, wie dies in 
unserer Figur zur Darstellung gebracht 
ist, wo SÄi = AS ist. Dann ist näm- 
lich 




jr 



9> + ^=-2' 



sing? = cos^, 



$ttt^w = 



CO0^t;— 1 BXn^v 



lang w = sec v , 

COB w==tü$utnsv + 0tii u Bin u 
= ca$ u (otang u + $xnu coBtt u 

= 1 H — i ) 

Bxnu 

1 

sxn u = tnstc v, 



wo eventuell 



h = -^ ^^^ ^ = 2 p mw, 



0tn w = tolttng «* ]/l + 3 $xn^u 

* zu setzen wäre. Setzt man den für h errechneten Wert oben ein, so 
erhellt Folgendes^®): 

Ein jeder parabolische Fokalbogen ist gleich dem konju- 
gierten Scheitelbogen minus der Ordinate von dessen Endpunkt. 
Wir gelangen nunmehr zu der eleganten geometrischen Konstruk- 
tion, mittelst welcher Booth^^) die Ordinaten dreier konjugierter Pa- 

rabelbögen darzustellen lehrt. SB = ^ (Pig- 16 a) habe wiederum die 

gewohnte Bedeutung, desgleichen sei auch 
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Fig. 16 a. 



SB^SA + SC. 

In A und C lege man Tangenten an die Parabel, welche sich in A* 
schneiden; diese Tangenten begegnen der in S gezogenen Scheitel- 
tangente respektive in T^ und T^. Zieht man dann noch jBZ\ und 
JSTj, so ist aus bekannten Gründen 

< CT^B « <): A T^B = 90^, 

d. h. um das Viereck A!T^B T^ lässt sich ein — in der Figur punktierter 
— Kreis beschreiben. A^ und B markieren die Endpunkte eines Durch- 
messers. Da man fer- 
ner aus der Theorie der 
Parabel weiss , dass das 
von irgend einer Berüh- 
renden auf der Scheitel- 
tangente abgeschnitte- 
ne Stück halb so gross 
sein muss als die Or- 
dinate des Berührungs- 
punktes, so hat man, Ä[ 
wenn zu den Punkten 
A^ Cy B respektive die 
hyperbolischen Argu- 
mente Uy Vy w gehören, 

ST^^psinv. 

Die rechtwinkligen Dreiecke SBT^^ und SBT^ liefern 

B Ti =p C00 u, B Tg =^p CO0 V. 

Zieht man femer A'B^ so ist <^^'Ti-= ^^BTgTi^QO^-^, wo ^ 
den zum gemeinsamen Winkel v gehörigen transscendenten Winkel 
vorstellt, und man hat somit 

i9> A!T^ ^BT^ cotang (90^ ~ ^) =- BT^ sin v ^p 5tn v tW u. 

Entspricht ebenso dem u die Amplitude 9), so wird sein 

ÄT^ ^BT^ cotang (90^ - g?) = iS T^ 6in u ^p sin m tM v. 

Durch Addition ergiebt sich schliesslich 

^'Ti + A'T^ == j? (sin vtüBu + sin u cos v) «j) sin (u + v) =p sin w, 

wo w samt seiner zugehörigen cyklischen Amplitude % dem Punkt B 
entspricht. 

Sucht man den Kreisdurchmesser ÄB^ so ergiebt der pythago- 
räische Lehrsatz im Dreieck ÄT^B 
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l2 



8 



■2 



A'B =2? C(J$ u COS v=p sec q) sec ^. 

Will man die durch parabolische Trigonometrie gefundenen Sätze zur 
geometrischen Darstellung von 

verwerten, so ziehe man eine Strecke BS=p und durch 8 eine Gerade 
zu ihr normal. In B lege man Q.n BS zu beiden Seiten respektive 

< Ti JS 5 = 2 arctang (tcng i u) , < T^BS=^2 arctang (laiig J v) 

au, deren Endschenkel jene Senkrechte eben in J\ und T^ (Fig. 16b) 
schneiden. Um das Dreieck BT^T^ werde ein Kreis gezeichnet, und 

von B aus ein Diameter BÄ gezogen; endlich 
sei noch ÄMJlT^T^- Nun ist, wie bekannt, 

BA! ^p to$ u CO0 Vj ÄT^ ^p 0iii V C00 u, 

ÄT^^%VXutO%v 



Fig. 16b. 




und also 



gilt {u + v)^~ (A^T, + Ä^T^). 



woraus 



Um analog CO${u + v) zu finden, bestimmen wir 
das Lot A'M mittelst der Relation 

A'M:A'T^=^A'T^:A'B{AA'MT^(^AA'T^B), 

^,__ AT..AT^ p^BxnunnvtoButosv 

AB pto^utO^v ^ 

folgt. Durch Addition erhält man also, analog wie oben, 

fO0 {u + v)^- {BA! + A!M). 
Insofern ^ 

sin (m + v) + f 0$ (m + v) = (0in v + cos v) (sin u + coö m) 

ist, kann man den soeben erhaltenen beiden Relationen auch no^ die 
folgende Wahrheit entnehmen:* 



* Es ist von hohem Interesse, wahrzunehmen, dass ein und dieselbe geome- 
trische Figur, je nach verschiedener Auffassung ihrer einzelnen Bestandteile, so- 
wohl für die cyklische, wie für die hyperbolische Goniometrie die geometrische 
Interpretation der Additionsformeln 

liefert. Wie sich die Sache für die Hyperbelfunktionen gestaltet, ist oben ge- 
zeigt worden. Denken wir uns andererseits in Fig. 16b die Badien T^C imd T^C 



sin) 

cosJ ^^ 



lu + v 
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p {Ä'T, + A'T, + BA' + A'M) = {BT, + S T,) {ß T, +.ST,), 

Durch eine Reihe fremdartiger, scheinbar auf ein ganz anderes Ziel 
gerichteter Betraclitungen ist somit ein ganz interessanter Lehrsatz 
über das Sehnenviereck gewonnen worden. 

Die drei Argumente w, v, w waren bis jetzt, wie wir uns erinnern, 
stets durch die Bedingungsgleichung 

verknüpft gewesen. Dieser stellen wir nun die neue Gleichung 
zur Seite. Aus beiden ergiebt sich 

und wenn wir zu den Grössen P übergehen, 

P(i>, w,) - PO, u) - Pip, v) - P(p, x) 

= 2p Stil (u + v) sin (u + x) Bin (v + x). 

Dies ist die einfachste Beziehung zwischen vier konjugierten Pa- 
rabelbögen.2^)* 

Beispiel. Es sei (a. a. 0.) 

$tn w^i -= — -^ — 5 $tn w = i, 0tn V = ^) !^xnx= |-, 



gezogen, und <X Ti(75 = 2a, <jCBGT^ = 2ß, also <)C;TiCIi=2(a + (3) gesetzt, so 
ist fdr den Radius 1 nach dem Lehrsatze des Ptolemaeus 



2.2.sin(a + (3) = 2.sina|/4-4sin«p4-2.sinpy4-4sin2a, 
sin (a + ß) = sin a cos ß + sin p cos a , 
oder in Buchstaben 

Um diese Formel bequem mit der oben für siniu-hv) erhaltenen vergleichen zu 
können, braucht nur in der letzteren der Kreisdurchmesser Ä'B=2 gesetzt zu 
werden. 

* Wer sich ein besonders deutliches Bild von den Vorteilen verschaffen will, 
welche unsere Art, mit Hyperbelfunktionen und den diesen entsprechenden hyper- 
bolischen Argumenten zu rechnen, dem Boothschen Originalverfahren gegenüber 
gewährt, der vergleiche die vorstehende, von eigentlich rechnerischem Apparat 
völlig absehende Herleitung mit Booths Kalkül, der sehr umfangreich ist und 
sich über nicht weniger als siebzehn Zeilen erstreckt. Es liegt dies daran, dass 
bei der symboKschen Verbindung der beiden Fundamentalbeziehungen das unserem 
V) zugeordnete cyklische Argument stets mitgeführt werden muss, wogegen bei 
uns die Grösse w sofort sich heraushebt und sodann nicht weiter in Betracht 
fäUt. Unser Verfahren bietet zugleich offenbar auch das Angenehme, die gezogenen 
Schlüsse auf beliebig viele Argumente ausdehnen zu können. 
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1^9 + 100 + 80 + 80]/5 8 + 51/5 ]/5" 

w;i = log(6 + 3j/5), e^^logi^i^, ^«log^±J^, :r = log3. 
In diesem Falle bat man also 

log(6 + 3^5) - log i-i^ - log ^:*^ 

«log(6 + 3l/5)-log(3.^±^) 

= log(6 + 3l/5)-log(6 + 3l/l) = 0, 
wie vorausgesetzt war. Andererseits hat man zuerst 

^(i^j ^i) — P(Pi w) — ^(Pi ^) — P(P) oc)~$xn w^ CO0 w^ + w^ 

— Uin uCü$u~'U — 0111 vtOBV-v — mnxcosx — a; 
oder, wenn wieder 2)=1 gesetzt wird, gleich 

180 + 82]/ 5 Vö 3/5 20 160 + 82 V^ /^ 160+731/5 
9 4 4 9 9 ^ 9 

Des weiteren ist ,— ^ 

0-/.N-/.N-/.N oc. 5 + 4]/5 51/5+12 
26ttt(M + t;)0ttt(w + a;)6tn(«; + a;)==2.2.-— ^-g-?^ ^—^ — 

25/5+100 + 60 + 48/5 ^ 160 + 73/ 5 

9 9 

Demgemäss ist am speziellen Falle die Wahrheit der allgemeinen Be- 
hauptung erhärtet worden. 

Setzt man u^v^x voraus, so erhält man die für die Trisektion 
eines Parabelbogens massgebende Gleichung* 

Sin w^^A Bxn^u + 3 $in «, 

Ain g — m 

welche, da bekanntlich 6inm= ö~~ == — isinmi ist, sofort in die 

Trisektionsgleichung des Kreisbogens 

sin 3 M = — 4 sin^M + 3 sin w 

umzusetzen ist. Zur Erläuterung der bei der Dreiteilung parabolischer 
Bögen sich abspielenden Vorgänge diene uns wiederum ein 

* Selbstverständlich ist auch unsere Umformung aus dem Beeilen in das 
Imaginäre, respektive aus den Hyperbel- in Ereisfunktionen eine weit ungezwun- 
genere und natürlichere als diejenige Booths, welcher tang in sin, multipliziert 
mit der imaginären Einheit, zugleich aber auch sein Zeichen J^ in das gewöhn- 
liche Plus umzuwandeln genötigt ist. 
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Beispiel. F=4p, y^p seien die Endordinaten zweier Bögen 
ein und derselben Parabel y^^Apx. Unter w^ und ti die zugeordne- 
ten hyperbolischen Argumente verstanden, kann man setzen (s. o). 

Man nimmt wahr, dass die Werte von sxnwi und $illM unserer Tri- 
sektionsgleiehung Genüge leisten. Weiter hat man 

P(j>, m$xn 2) == i) [2 1/5 + log (2 + Y6)] , 
P(P, amin i)^p U 1/5 + log ^^) , 

und, da • ^ ^ ^ 

ist, _ 

3 P(p, ttrt«l« i) =1) [| ys + log (2 + V5)]. 

Hieraus fliesst 

P(i>, ftrc0iii 2) - 3 P(j), ttrf «in i) = ip V 5 . 

Zugleich ist, unseren Festsetzungen zufolge, 
also gilt auch ^ ^^ 

P(i>, ttrc^in 2) - 3 P(i), ttr(0in i)^l6p 0ln« 2 u, 

(u =- ftrt«in 2). 

Für den Ausdruck -J-pl/ö lässt sich aber noch eine ganz einfache 
geometrische Bedeutung ermitteln; er stellt nämlich den Krümmungs- 
halbmesser für jenen Punkt der Parabel dar, dessen Ordinate Ap ist. 
Damit ist der folgende Lehrsatz Booths^^) gewonnen: 

Zieht man von dem Parabelscheitelbogen^ dessen End- 
ordinate dem Parameter gleich ist, den Krümmungsradius des 
Endpunktes ab, so erhält man den dritten Teil jenes Scheitel- 
bogens, dessen Endordinate dem vierten Teil des Parameters 
gleich ist. 
Bei dieser Gelegenheit wendet Booth**) seine Methode auch auf 
die Auflosung der kubischen Gleichungen an, indem er für die Gleichung 

x^+PiX'-qi = 
den Wert 

a; = - (|/sec Q + tang Q — ysec Q -- tang Q) 
berechnet, wo y— o /o" 
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gesetzt ward. Durch die Einföhrung des dem Winkel Q entsprechen- 
den hyperbolischen Argumentes (gemeinsamen Winkels) u wird dieses 
Resultat sehr wesentlich vereinfacht. Indem nämlich 

tang Q = sin u 
gemacht wird, erhält man 

4M S. 8- 

X = ^ (ycos u + sin M — y ro$ u — sin m), 



u u 






In dieser Form ist dann aber auch das Ergebnis kein neues, sondern 
deckt sich vollständig mit jenem, welches bereits vor langer Zeit von 
Grunert^^) publiziert worden ist. Dass für ein negatives p^ cyklische 
an Stelle der hyperbolischen Funktionen treten müssen, leuchtet ein, 
denn man hat es alsdann eben nicht mehr mit dem von Booth. be- 
handelten reduziblen, sondern mit dem irreduziblen Falle der Card an- 
sehen Regel zu thun. 

Das allgemeinere Problem der Vervielfachung und Teilung para- 
bolischer Bögen gestattet eine ganz entsprechende Lösung, wie jenes 
der Verdreifachung und Dreiteilung. Booth^) gelangt etwas nm- 
ständlich zu der dafür massgebenden Relation 

wo 0=nVy d. h. gleich dem w-fachen des Argumentes v genommen 
ist. In unserer Darstellungsweise ist 

P(p, v) =p$xn V ros V +pv, 
^^^.^ P(p, a>) =^p sin a> m o+po, 

P(p^ 0) — nP(jPy v) ^p (sin 0co$o — n sin v cos v) 

=P[—2 2 '^•-2 2-r 

und bei gehöriger Vereinfachung des in Parenthese stehenden Aus- 
druckes stellt sich sofort die Richtigkeit der Boothschen Behauptung 
heraus. 

Beispiel. Sei 

Sinv = -|, (OBv = -^^ e^=2; 
dann ist, für n = S^ 

P(i,,a>)-3PCp,.) = f .?'^3^-', 

femer, für « = 4, ^- ,p, , 5. 3». 457 

endlich, für « = 10, 
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P{p, a>) - iop(p, V) =p • ^~ ^^;,^''~^ ■ 

Ein besonderes Gewicht legt der Autor, dessen Spuren wir hier 
im wesentlichen folgen, auf die Diskussion der Kettenlinie und ihrer 
Evolute, der Traktorie, mittelst der parabolischen Trigonometrie; er 
erblickt nicht ohne Grund in diesem , „ow pardbolic trigonometry as 
applied to the investigation of ihe properties of the Catenary and ihe 
Tradrix^^ überschriebenen Abschnitt*^) gewissermassen die Krönung 
des Gebäudes. Erinnert man sich, dass in der That die Gleichung 
der Katenoide in der einfachen Form 

durch Laisant^^) einer äusserst erfolgreichen Behandlung unterzogen 
worden ist, so kann der erwähnte Umstand nicht im mindesten Wun- 
der nehmen. Lediglich der Vollständigkeit halber leiten wir einige 
der Boothschen Sätze über beide Kurven mit Hilfe der Hyperbel- 
fanktionen ab. 

Für die vom tiefsten Punkt der Kurve aus gerechnete Bogen- 
länge der Kettenlinie findet man bekanntlich 



X 



= /I/1+ {-f).^^== I y^ + B\\\^xdx=^ I tO$ X dx = $xn x. 



s = 




Nehmen wir nun die Abscissen x^^X2, x^..,^ respektive =2a?, 3a;, 4;r..., 
so haben wir, unter y^, ^g? 2/3 ••• ^i® zugehörigen Ordinaten verstanden, 
die Gleichungen 

oder allgemein, wenn Sk den zu Xk und yk gehörigen Bogen bedeutet, 

Dasselbe Resultat tritt zu Tage, wenn man die erste der obigen Glei- 
chungen auf die (Ä+1)*® Potenz erhebt; d. h. es ist 

(y + sy-^^^yk+Sk 
ein eigentümliches geometrisches Seitenstück zu dem Moivreschen 
Lehrsatze der Analysis. 

Die Kettenlinie bietet nach Booth^^) auch ein Mittel, die para- 
bolischen Multipla der Winkel, d. h. die Ausdrücke 

\n 

einfach geometrisch darzustellen. In unserem Sinne entsprechen diese 
symbolischen Multipla den wirklichen Vielfachen hyperbolischer Argu- 
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mente. Da nun der Winkel ^, welchen die Berührende der Ketten- 
linie im Punkt rr, y mit der Abscissenaxe einschliesst, durch die Relation 

tang ^ =- T^ =» öin ^ 

gegeben ist, so erhellt Folgendes: 

Die Abscissen der Kettenlinie repräsentieren die gemein- 
samen Winkel zu jenen transscendenten Winkeln, welche durch 
die Richtungswinkel der Berührungslinien geboten werden. Legt 
man demnach diese Berührenden an solche Punkte, deren Or- 
dinaten unter sich äquidistant sind^ so stellen die trigonome- 
trischen Tangenten der Richtungswinkel eine Reihe von hy- 
perbolischen Sinus in arithmetischer Progression fortschrei- 
tender Hyperbelsektoren dar. 
Auf eine weitere, an sich höchst elegante, jedoch der angewand- 
ten Mittel halber durchaus nicht übersichtliche Betrachtung gehen wir 
an dieser Stelle um deswillen nicht ein, weil die Angelegenheit bereits 
an einem anderen Orte in unserem Sinne erledigt ist. Unser englischer 
Gewährsmann fahrt nämlich mittelst seiner Symbolik den Beweis für 
die Thatsache, dass jene Kurve, deren Tangente, vom Berührungspunkt 
bis zu einer festen Geraden gerechnet, eine konstante Länge besitzt, 
die Evolute der Kettenlinie sein muss. Der nämliche Beweis ist aber 
in ähnlicher Weise und mit unübertroffener Eleganz bereits von Lai- 
sant^^) geleistet worden, aus dessen Darlegung mit zwingender Klar- 
heit hervorgeht, dass der auf die Hyperbelfunktionen sich stützende 
Kalkül der Idee nach allerdings dem Algorithmus der parabolischen 
Trigonometrie Booths verwandt, ja sogar äquivalent ist, in Bezug auf 
Durchsichtigkeit und praktische Verwendbarkeit jedoch ganz entschie- 
den den Vorzug vor jener beanspruchen darf. 
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Fünftes Kapitel. 

Graphische Darstellung der Logarithmensysteme 
durch homofokale Parabeln. 

In diesem Kapitel soll der Übergang von der parabolischen Tri- 
gonometrie zu den parabolischen Logarithmen vollzogen werden. Wir 
denken uns hierbei so viel wie möglich und mit Beiseitelassung vieles 
für uns Überflüssigetf an Booths Entwickelungsgang anzuschliessen. 
Von der Symbolik, die wir im vorigen Kapitel zur Genüge kennen 
gelernt haben, soll jedoch umsomehr abgesehen werden, als die grund- 
sätzliche Anwendung der Hyperbelfunktionen uns zu beträchtlichen 
Vereinfachungen der Booth sehen Sätze und Beweise verhelfen wird. 

Wir greifen zunächst auf Fig. 13 zurück. Indem wir r^ = FR^^ 
einen beliebigen Radiusvektor der Logocyklik, ==e", die Strecke OF 
also = 1 setzen, können wir offenbar schreiben: 

M = <'logri, 

wobei das vorgesetzte e den natürlichen Logarithmus kennzeichnet. 
Für diese Grösse w, welche an der Logocyklik selbst nicht wohl geo- 
metrisch zur Darstellung gebracht werden kann, haben wir aber soeben 
erst eine sehr anschauliche Deutung kennen gelernt. Wir wissen näm- 
lich, dass zu jeder Logocyklik eine, wie wir uns ausdrückten, adjun- 
gierte Parabel gehört, so zwar, dass die Gerade, welche den von zwei 
konjugierten Normalen der Logocyklik gebildeten Winkel halbiert, 
zugleich eine Tangente der Parabel ist. Q ist in Fig. 13 der Berüh- 
rungspunkt. Der Bogen OQ ist, wenn wir die frühere Bezeichnungs- 
weise beibehalten, gleich P(l, «^) = w + fO$«*$inw, und ^T ist gleich 
f06w$in«*, so dass also, indem wir in bekannter Weise die bis zur 
Scheiteltangente gerechnete Berührende vom Bogen abziehen, folgen- 
des Resultat hervortritt^): 

arcpar. OQ — QT==^u = ^logr^, 

Der Fahrstrahl r^ variiert zwischen und oo , und da einem jeden 
Fahrstrahl ein bestimmter Parabelpunkt Q zugeordnet werden kann, 
so leuchtet ein: 

Mittelst einer Logocyklik und der ihr adjungierten Para- 
bel kann zu jeder willkürlichen positiven Zahl der Logarith- 
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mus durch eine einfache geometrische Konstruktion gefunden 
werden. 
So lange r^ zwischen 1 und oo liegt, vollzieht sich ersichtlich 
die ganze Konstruktion oberhalb der X-Axe. Wenn dagegen r^ zwi- 
schen r und 1 liegt, gehört der Endpunkt des Fahrstrahls dem unter- 
halb df-Y X-Axe gelegenen Teile der Schleife der Logocyklik an; dann 
liegt auch der Punkt Q auf dem unterhalb sich erstreckenden Halb- 
aste der Parabel, sowohl der parabolische Bogen als auch das bezüg- 
liche Stück der Tangente sind negativ zu nehmen, und wir haben so- 
mit rein geometrisch die arithmetische Elementarwahrheit erhalten: 

Der Logarithmus einer positiven Zahl >1 ist selbst po- 
sitiv, der Logarithmus einer positiven Zahl <1 ist negativ, 
der Logarithmus von 1 ist Null. 
Die r^ waren bislang ausschliesslich positiv angenommen. Gleich- 
wohl erschöpften, während die Endpunkte dieser Radienvektoren nur 
den einen Ast der logocyklischen Kurve in Anspruch nahmen, die 
zugeordneten Punkte Q die gesamte adjungierte Parabel in ihrer un- 
endlichen Ausdehnung, oder anders ausgedrückt: 

Negative Zahlen besitzen keine reellen — d. h. in unserem 
Falle geometrisch darstellbaren — Logarithmen. 
Gesetzt, die Vektoren r^, rg, ... r„ hätten successive die Werte 
e\ ß^, ... 6^ und man würde die aus der Konstruktion sich ergebenden 
Punkte durch um 1 kleinere Indices bezeichnen, wobei natürlich der 
Index als gar nicht vorhanden betrachtet werden müsste, so hätte 
man allgemein 

arcpar. OQk—i — Qk-iTk-i = k (k ^ 1 ^ 2, 5 ... w). 

Ebenso Hesse sich verfahren, wenn an die Stelle der natürlichen Zah- 
len deren reciproke Werte treten würden. Allgemein: 

Steht eine Reihe von Zahlen in geometrischer Progression, 

so bilden ihre Logarithmen eine arithmetische Progression* 

Den Nachtweis dafür, dass jeder Radiusvektor sich in der Form 

(1-f a;) darstellen lasse, führt Booth*), indem er im polaren Systeme 

r^ = sec d^ -f tang d^ 



* In ähnlichem Sinne, d. h. als ein Interpolationsproblem, wurde die Berech- 
nung der Logarithmen früher ganz allgemein gefasst. Schon Michael Stifel*) 
hatte eine arithmetische Progression einer geometrischen gegenübergestellt, deren 
sämtlichen Termen die entsprechenden Glieder ersterer Reihe als Logarithmen 
(nach modernem Sprachgebrauch) zugeordnet waren. Zum weiteren Belege aber 
führen wir noch aus Lalande, also einem neueren Schriftsteller, die folgende 

Günther, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 6 
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setzt und daran erinnert, dass sec-Ö-^l sein muss. Wir fahren den 
Beweis mittelst der Relation 

r^ « e «^ = 1 + w + 2j + g-j + . . . ,' 

ans welcher die Behauptung unmittelbar folgt. Setzt man e^'^l+ir, 
so wird 

^ 26in^w ^ 2 gjn \u ^ 2tftn9^if 

Setzt man andererseits sec'9' + tang'9'=«l +ir, so wird 

_ 2tang-\# 
^""l-tan^f^* 

Durch Vergleichung ergiebt sich 

tttn9i««tang|^. 

Wir haben solchergestalt, gewissermassen als Nebenprodukt un- 
serer Untersuchung, jene wichtige einfachste Beziehung zwischen einem 
Winkel und dem ihm entsprechenden Hyperbelsektor gefunden, welche 
wir in Kapitel II selbständig bewiesen und zur Grundlage für die ge- 
samte Theorie der Hyperbelfunktionen genommen hatten. 

Dies ist jedoch durchaus nicht etwa ein Ausnahmefall. Wir wer- 
den vielmehr im folgenden zu zeigen haben, dass die geometrischea 
Verhältnisse, welche zwischen einer Logocyklik und der ihr adjungier- 
ten Parabel obwalten, ausreichend sind, jeden beliebigen Satz der 
Lehre von den Hyperbelfunktionen aus sich ableiten zu lassen. Ob- 
wohl wir in der zunächst folgenden Darlegung dem Sinne nach auf 
dem von Booth betretenen Wege verbleiben, so könnten doch, wie 
man leicht sieht, sämtliche Schlüsse auch in der entgegengesetzten 
Reihenfolge sich aneinander schliessen. 

«j, «2 ... «„ seien n willkürliche Winkel, welche irgendwelche Ra- 
dienvektoren der Logocyklik mit der Abscissenaxe bilden, te^, u^,,,u^ 
seien die zugehörigen hyperbolischen Argumente, so dass also immer 

fang I Wjfc = tang ^ «ifc(/c = l, 2 ... w) 

Stelle^) an: ^,Pour avoir les logarithmes des nomhres coniptis entre 1 et 10, on 
ajoute des fractions decimales . . . Vmi etablit une progression geometnque entre 1 et 
10, et une progression arithmetique correspondente entre et 1, et les t'CTmes de 
Celle 'Ci sont les logarithmes des termes de celle-lä^ Und zuvor hiess es schon: y,Nos 
logarithmes ordinaires 7ie sont autre chose que la progression arithmetique des nomhres 
naturels 0^ 1^ 2 ^ 3 . . . places ä cote de la progression giometrique decuple i, iO, 
100, 1000 . . .'* 
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wäre. Bezeichnet man die durch ihre Neigungswinkel charakterisier- 
ten Radienvektoren selbst durch /•«,, r^,, ... r^^^ so ist, wie uns bekannt, 

fc— n 

j,and tlie sum of the residual arcs of the porabola corresponding to the 
former will be eqnal to the residual arc of the parabola correspomling to 
the lauer,'' 

Lässt man die a und mithin auch die u unter sich gleich werden, 
so ist das Produkt zur Linken gleich t0$ ww + 0inwi/, die Potenz zur 
Rechten gleich (e")'*«=(c00« +6ilt?i)", und man hat auf diese Weise 
den Moivreschen Lehrsatz, und zwar in der vom Erfinder selbst ur- 
sprunglich ihm erteilten Form 5) erhalten. 

Unsere graphische Darstellung der Logarithmen verhilft uns auch 
dazu, sehr grosse Zahlen annähernd durch eine Zeichnung wiederzu- 
geben. Für ein grosses U ist ^x\\u von ti^^u nur sehr wenig ver- 
schieden, man hat also, wenn das Zeichen rsj „annähernd gleich" be- 
bedeutet , ^^^ ,^ ^ ^^^ ,^ = e« ^ 2 sitt «. 

Erinnern wir uns aber daran, dass im vorigen Kapitel jede Parabel- 
ordinate durch einen hyperbolischen Sinus dargestellt ward, so kommen 
wir zu dem Schlüsse^): 

Eine sehr grosse Zahl kann dargestellt werden durch die 

doppelte Ordinate einer Parabel vom Parameter 4, für deren 

.Endpunkt die DiflFerenz zwischen Scheitelbogen und Subtan- 

gente dem Logarithmus der fraglichen Zahl gleichkommt. 

Der letzte Satz, den Booth mit einem ziemlichen Aufwand von 

Rechnung für eine isolierte Parabel ableitet, ergiebt sich bei unserer 

Auffassungs weise gleichsam von selbst. Er lautet nach dieser: 

Sind zwei parabolische Punkte A und B respektive durch 
ihre hyperbolischen Argumente 2u und u bestimmt, so ist 
die Ordinate von A doppelt so gross als die Subtangente von B, 
Denn erstere hat den Wert 

gin 2 w = 2 öin taoö i^ 

wogegen die Subtangente durch ^XXiuti^^ii gegeben ist. Vergleicht 
man mit diesem einfachen Beweis die über eine Seite erfüllende Rech- 
nung des Originales, so ergiebt sich unwiderleglich, dass die parabo- 
lische Trigonometrie bei aller Eleganz den wahren Sachverhalt doch 
nur allzuleicht verschleiert oder wenigstens erst nach mühsamen Trans- 
formationen erkennen lässt. 

6* 
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Es ist uns im vorstehenden gelungen, mittelst einer gegebenen, 
ein für allemal gezeiclmeten Parabel, für welche die Entfernung zwi- 
schen Brennpunkt und fecheitel gleich der Einheit gesetzt ward, nicht 

*>» i'^- nur die natürlichen Logarith- 

men der Zahlen graphisch 
wiederzugeben, sondern auch 
für gewisse Grundwahrheiten 
der Logarithmenlehre eine 
augenfällige Versinnlichung 
zu gewinnen. Es fragt sich 
nun, in welcher Weise diese 
Gesetze, die zunächst eben 
doch nur für die logarith- 
mische Basis e gelten, ver- 
allgemeinert werden können. 
Dies geschieht dadurch, 
dass wir ein System homo- 
fokaler Parabeln uns kon- 
struiert denken und je ein 
Individuum dieses Systemes 
zum Träger für ein bestimm- 
tes logarithmisches System 
machen.* 

In Fig. 17 ist wieder, wie 
in Fig. 13, F0«1 der 
Durchmesser des Ovals einer 
logocyklischen Kurve, wel- 
che die Gerade DT^ zur 
Direktrix und Asymptote hat. OZ ist die derselben adjungierte Pa- 
rabel mit der Scheiteltaugente 0Y\ Ausserdem aber ist noch eine 

* Man bemerke wohl, dass Booth behufs Repräsentation der wirklic\ien pa- 
rabolischen Logarithmen " in ähnlicher Art ein System von Parabeln verwendet, 
wie dies (vergl. Kapitel I) Brendel gethan hatte. Der unterschied liegt darin, 
dass die einzelnen Individuen in Brendels Schar asymptotisch vorausgesetzt 
wurden, d. h. gleiche Axe und gleichen Parameter besassen, während in der von 
Booth betrachteten Schar Axenrichtung und Brennpunkt als gemeinsam voraus- 
gesetzt werden. Schon an diesem Umstände würde die Durchführung der Idee 
Brendels gescheitert sein, selbst wenn er die parabolischen Logarithmen rich- 
tigerweise durch Gebilde einer einzigen Dimension und nicht, wie er fälschlich that, 
durch Gebilde von zwei Dimensionen , d. h, durch Flächenstücke , auszudrücken ver- 
sucht hätte. 
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zweite konfokale Parabel 0^^ verzeichnet, deren Brennpunkt sonach 
ebenfalls in F liegt, während FO^, also der vierte Teil des zu dieser 
Parabel gehörigen Parameters, einer willkürlichen Zahl m (< 1) gleich ist. 
Die Parabel O^t, dient jetzt dazu, die Logarithmen aller Zahlen in 
einem anderen Systeme darzustellen, und zwar in jenem, dessen Basis 
durch 

'^log e 

gegeben ist. Denn nur in diesem Falle geht für m^e die Entfernung 
zwischen Brennpunkt und Scheitel, wie es sein muss, in den Wert 
*log e = 1 über. Ein anderer geometrischer Beweis wird sogleich nach- 
folgen. '') 

Zwei homofokale Parabeln gleicher Axenrichtung sind, wie aus der 
Kegelschnittlehre als bekannt vorausgesetzt werden darf, nicht bloss 
ähnliche, sondern auch ähnlichliegende Kurven, und zwar ist der ge- 
meinschaftliche Brennpunkt der Ähnlichkeitspunkt. Es sei nun ein 
Fahrstrahl FE der Logocyklik gezogen, welcher die 07' in 2\, die DY" 
in T^ schneidet •, von T^ und T^ seien respektive an die Parabeln OZ 
und Ojg die Berührenden T^U^ und T^TI^ gelegt. T^ und T^ sind 
homologe Punkte; ein Gleiches muss folglich auch für die Berührungs- 
punkte ili und TZg gelten, und eine diese Punkte verbindende Gerade 
muss in ihrer Verlängerung durch den Ahnlichkeitspunkt F hindurch- 
gehen. Sohin ist aus Symmetriegründen 

und auch 

n^o -n^T^ ^n.T, F% 
n,o,^n,T, n,T,^FT,' 

n^o-n^T^ FO 
n,o,-n,T,''FO,' 

Da nun nach Voraussetzung F0==1 ist und 11^0 — II^Tj^^ löge =1 
gemacht werden kann durch entsprechende Wahl von R auf der Logo- 
cyklik, so ist auch 

FO,^n,0,-n,T,^Hoge. 

Denn dass die Differenz (/Zg 0^ — TZg T2) den Logarithmus von e darstellt, 
ist aus der parabolischen Trigonotnetrie zur Genüge bekannt, natür- 
lich aber nicht im hyperbolischen Systeme, für welches ja die Differenz 
{n^O — n^T^)'= löge ist, sondern in irgend einem andern Systeme von 
willkürlicher Basis m. Und damit ist denn unsere obige Behauptung, 
dass die Fokaldistanz des Scheitels gleich '"löge sein muss, vollständig 
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erhärtet. Daraus folgt aber anch gleich ein weiterer algebraischer 

Satz: 

Die Logarithmen ein und derselben Zahl in yerschiedenen 

Systemen sind unter einander proportionale Grössen, die sich 

also unter einander nur durch einen konstanten Faktor, den 

sogenannten Modulus, unterscheiden. Der Modulus eines Sy- 

stemes von der Basis m ist gleich dem Logarithmen der Zahl 

e in eben diesem System. 

Der Basis 1 entspricht geometrisch keine Parabel des Systemes, 
sondern bloss der Doppelpunkt der Logocyklik. Ebensowenig kann eine 
Parabel der Basis entsprechen. Hierin liegt die geometrische Be- 
gründung für die Elementar Wahrheit: 

Jede reelle Zahl kami zur Basis eines selbständigen Lo- 
garithmensystemes genommen werden, mit Ausnahme von Ems 
und Null. 

Das Gesamtergebnis aber, zu welchem wir gelangt sind, ist in 
folgendem Satze niedergelegt: 

Eine Schar von unendlich vielen konfokalen und koaxialen 
Parabeln ist das geometrische Seitenstück der unendlich vielen 
reellen Logarithmensysteme. Die Fokaldistanz des Scheitels ist 
für jene Parabel der Einheit gleich, auf welcher die natürlichen 
Logarithmen zum Ausdruck kommen sollen. Will man also 
etwa den Logarithmen der Zahl a in einem System von der 
Basis m graphisch darstellen, so mache man F0'=0D = 1 
und konstruiere eine Logocyklik FOx* welche zum Dop- 
pelpunkt und eine in D auf FI) errichtete Senkrechte DT' 
zur Asymptote hat. Alsdann hat man 

FO^ = "^log e 

zu machen und eine Parabel zu konstruieren, welche F zum 
Brennpunkt, 0^ zum Scheitel hat. Um F wird sodann ein 



* Es yerlohnt sich, auch den Vorteil zu beachten, welcher darin liegt, dass 
die Logocyklik, die einzige vorkommende Kurve von höherer als der zweiten 
Ordnung, nur ein einzigesmal gezeichnet zu werden braucht; ein aus Pappe oder 
Metall gefertigtes Abbild derselben kann sonach in jedem einzelnen Falle der 
graphischen Bestimmung eines Logarithmen zur Verwendung kommen. In seiner 
ersten Publikation, die parabolischen Logarithmen betreffend, hatte Booth von 
der Logocyklik noch nicht Gebrauch gemacht; deshalb ist aber auch der bezüg- 
liche Abschnitt^) weit weniger klar und übersichtlich, als in dem später er- 
schienenen Buche (s. o. Kap. III). 
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. Kreis mit dem Halbmesser a beschrieben, welcher die Logo- 
cyklik in R schneidet; die Gerade FR trifift die Scheiteltan- 
gente der Parabel in T^, Zieht man schliesslich aus T^ an 
die Parabel die Tangente T^U^i so hat man die gewünschte 
graphische Darstellung 

"»log a «= arc par. O^II^ — U^T^ 
erhalten. 

Nebenbei liefert diese Darstellung, da dem Punkt der Logo- 
cyklik nur jeweils einer der Parabelscheitel entspricht, das KoroUar 

In jedem beliebigen Logarithmensystem ist der Logarith- 
mus von Eins der Null gleich. 
Der Scheitel 0^ muss unter allen Umständen zwischen F und 
zu liegen kommen; FO^ ist stets kleiner als FO, Anders formuliert 

Der Modulus irgend eines logarithmischen Systems ist 
ein echter Bruch. 
Ausserdem haben wir bei dieser Betrachtung die Überzeugung 
gewonnen, dass alles, was fQr eine beliebig herausgegriffene Parabel 
der Schar gilt, für jede andere ganz ebenso zu Becht besteht. Alle 
eingangs dieses Kapitels für die Parabel des natürlichen Logarithmen- 
systems hergeleiteten Theoreme sind allgemein giltig. Auch diejenigen 
Satze, mit welchen wir uns im folgenden zu beschäftigen haben, sind 
keiner Beschränkung mehr unterworfen. 

Es ist unter allen Umständen und für ein beliebiges n 



w^— -W""^ 



>'"logw. 



Dies folgt aus dem bekannten, zuerst in Archimedes „Buch von Cy- 
linder und Kugel "^) ausgesprochenen Satze, dass die Summe zweier 
Tangenten grösser als der zwischen den Berührungspunkten enthaltene 
Bogen ist. Aus Fig. 17 folgt z. B. {<):iOFR^^ gesetzt) 

OJ^ + T^n^ > [arc par. O^U^ « '''log n + T^fl^] , O^Ta >'»log n. 

Nun ist 0^X2 =^ m tB.ng d^ ''^ m sin ti ^ also ist auch mHnu>"*\ogn. 
Weiter ist aber 

0ltlt«— — ^ — und e±"-= — ) U'^'^loan. 
2 m ^ 

Substituiert man diese Werte, so ergiebt sich 

^ *^ >. ml 
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Damit ist der Satz bewiesen. Für r» « 1 , n = e" ist der Satz «aus der 
hyperbolischen Goniometrie bekannt; weil nämlich 

6inw = w+3j + gj + ... 

ist, muss natürlich BX\lu>u sein. 

Die Trigonometrie pflegt stets vom Einheitskreise auszugehen; 
die gewöhnlichen goniometrischen Funktionen werden als bestimmte 
Strecken dargestellt, welche von dem Radius des Einheitskreises in 
ganz bestimmter Weise abhängen. Tritt an die Stelle des letzteren 
eine gleichseitige Hyperbel von der Halbaxe 1, so lassen sich in ganz 
ähnlicher Weise die Hyperbelfunktionen zur Anschauung bringen. 
Will man aber die cyklischen wie die hyperbolischen Linien in einem 
Kreise vom Radius r oder in einer gleichseitigen Hyperbel von der 
Halbaxe a darstellen, so hat man die früheren Zahlwerte einfach re- 
spektive mit r und a zu multiplizieren. Diesen beiden Systemen von 
Kreisen und gleichseitigen Hyperbeln stellt sich als völlig gleichberech- 
tigt unser System homofokaler Parabeln an die Seite. Der Modulus 
der verschiedenen Logarithmensysteme, d. h. die Fokaldistanz der 
Scheitel der einzelnen Parabeln, ist in seiner Art genau dasselbe wie 
der Radius der Kreise, wie die Halbaxe der gleichseitigen Hyperbeln. 
Dass die Hyperbelfunktionen sich mit den entsprechenden Kreisfunk- 
tionen bei imaginärem Argumente decken, ist längst bekannt, allein 
auch die Trigonometrie der Parabel lässt sich als eine komplexe Um- 
formung der cyklischen Trigonometrie auffassen und umgekehrt. Will 
man den tHjergang in der erstgenannten Richtung vollziehen, so 

hat man 

tang-ö- in iainq), cos-ö* in cos 9, e in e* 
umzuändern. 

Hieraus ergiebt sich wieder auf ganz neue Weise jener wichtige 
Fundamentalsatz der Logarithmenlehre, dessen wahre Bedeutung zuerst 
von Euler^^) erkannt worden ist. So lange man sich in der Trigo- 
nometrie der Parabel bewegt, hat der Winkel d' eine bestimmte Grenze, 
er kann nicht >y^ werden.* Für d'^-jjc wird der Radiusvektor der 

* Dies folgt, beiläufig bemerkt, auch aus der Identität 

Die hyperbolische Tangente kann ihrer Entstehung zufolge keinen grösseren 
Wert annehmen als 1; somit kann auch tang^'O' höchstens gleich 1, ^'9' höchstens 
gleich 46^ «ö* höchstens gleich 90** werden. Für -ö* > 90<* würde man ein imagi- 
näres u bekommen. Für |'0" = 46^ fällt der Fahrstrahl der Hyperbel natürlich 
mit der Asymptote zusammen. 
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Logocyklik parallel zur Asymptote, es findet also der Schnitt mit der 
Kurve erst in der Unendlichkeit statt. Andererseits ist der im Kreise 
als Centriwinkel zu veranschaulichende Winkel fp an keine Grenze ge^ 
bunden; er kann um beliebige Multipla von 2'ji zu- oder abnehmen. 
Daraus folgt, dass zu jeder Zahl nur ein einziger sichtbarer, d. h. 
reeller Logarithmus verzeichnet werden kann, während mit Hilfe eines 
Kreises, der als das imaginäre Bild der Parabel zu betrachten ist, 
unzählig viele andere Logarithmen hinzugefunden werden können. Es 
erhellt also ohne jeden Kalkül die geometrische Thatsache: 

Zu einer jeden Zahl gehören ein einziger reeller Loga- 
rithmus und unzählig viele imaginäre Logarithmen. Diese 
letzteren sind in dem Gesamtausdruck (log re. ± 2ni%i) enthalten. 
Um die eigentümliche Analogie zwischen Kreis und Parabel, auf 
die wir durch die letzten Überlegungen geführt worden sind, noch 
mehr ins Licht zu stellen, führen wir hier noch einige weitere Parallel- 
sätze an. In der Theorie der logocyklischen Kurve ward bewiesen, 
dass i? T = TO = sin n sei ; andererseits ist FT = sec ^ «= f aö a. An- 
dererseits aber ist auch i^'i? = e"==C00 w + öin«^, und da natürlich auch 



{FT+BTY^FB 

ist, so hat man mittelst der Logocyklik eine hübsche geometrische 
Interpretation für den Moivr eschen Lehrsatz geschaffen, welcher, wie 
schon mehrfach bemerkt, in seiner Anwendung auf die hyperbolische 
Goniometrie die Form hat: 

ctrs mu + 6in mu -^{tUB u + gilt iiY'. 

Dieselbe ergiebt sich sofort, wenn wir annehmen, dass die Fahr- 
strahlen der Logocyklik in geometrischer Progression zunehmen; ist 
alsdann ti das dem ersten Fahrstrahl entsprechende hyperbolische Ar- 
gument, so entspricht dem zweiten 2w, dem dritten 3ii u. s. w. Der 
w*® Fahrstrahl hat somit den Wert (c09mw + glnmii), und dies ist 
eben die linke Seite der Moivr eschen Gleichung. 

Von Interesse ist es nun, zuzusehen, wie für den Moivr eschen 
Lehrsatz in der cyklischen Goniometrie ein ganz ähnliches geometri- 
sches Substrat ermittelt werden kann. M (Fig. 18) ist der Mittelpunkt 
eines Kreises vom Durchmesser AF'=2] auf der Peripherie seien die 
Punkte JBq, -B^, B2 ... B^ so angenommen, dass die Bögen ÄB^^ 
BqB^ ... Bm—iBin durchweg gleich gross werden; jeder sei =20. 
Zieht man dann noch ABq^ AB^ ... AB^^ so hat man 

Flf = cos0, i^jBi = cos20, F52 = cos30 ..., 
^jB-=sin0, ^jBi = sin20, AB^^^mU ... 
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Will man nicht bloss die Grösse, sondern auch die Lage der einzel- 
nen Strecken berücksichtigen, so muss eine Drehung von 90®, den Grund- 



Fig. 18. 




X 



Sätzen der Grass mann sehen Ausdehnungslehre entsprechend*, durch 
den Richtungskoefficienten i=}/— 1 charakterisiert werden; es ist also 

FBq + ABq^ cosO + isind, FB^ + AB^^cos2e + ism2e, 

FB^ + AB^^cos3d + i8m3d.,. 
und allgemein 

FBn + -4 JBn =^ cos w6 + ^ sin «ö = (cos ö + i sin 6)^ 

Liegen die Punkte B^q, B\ ... JB'« auf dem unteren Halbkreis in der 
Winkeldistanz 20, so ist dies negativ zu nehmen. Auf die Cosinus 
hat diese veränderte Lage natürlich keinen Einfluss, wohl aber auf 
das Vorzeichen der Sinus ^ und man kann also setzen: 

FB'n — AB'n^ cosnd — i sin nd = (cos ö — ^ sin 0)». 



* Die Einführung des Faktors i vollzieht Booth in etwas unmotivierter 
Weise *^), sich einfach darauf berufend, dass das Symbol Y^i die Drehung um 
einen rechten Winkel andeute. Grassmann hatte als Drehfaktor ursprünglich") 
die Zahl e«* gewählt, Schlegel aber hat*^) gezeigt, dass man ebensogut mit der 
Festsetzung zurechtkommen könne: „Eine Gerade mit t** multiplizieren, bedeutet 
nichts weiter als: dieselbe Gerade um v> rechte Winkel drehen/' 
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Durch Zusammenstellung der letzten Ergebnisse sind wir in die Lage 

versetzt, den folgenden Doppelsatz auszusprechen: 

um die verschiedenen Potenzen einer reellen und imagi- 
nären Exponentialgrösse (e" und e^') graphisch darzustellen, 
kann man respektive von einer Parabel und von einem Kreise 
ausgehen. Man konstruiere für den ersten Fall eine Einheits- 
parabel samt der ihr adjuugierten Logocyklik, verschaffe sich 
in der Einheitshyperbel einen Doppelsektor m%i und ziehe je- 
nen Radiusvektor der Logocyklik, welcher mit der Axe einen 

Winkel 

2 arctang (tttltg -|^mii) 

bildet. Durch die Scheiteltangente der Parabel wird dieser 
Radiusvektor in zwei Teile geteilt, welche respektive gleich 
0i)tmt( und gleich co$7nu sind, so dass der Fahrstrahl selbst 
gleich C00mw4-8lllWM = e''*" wird. Für den zweiten Fall 
konstruiere man einen Einheitskreis und in diesem einen 
Centriwinkel 2m6; alsdann wird der auf dem Durchmesser 
stehende rechte Winkel von zwei Seiten eingeschlossen, denen 
bezüglich die Werte cos md und isinmd zukommen, so dass 
also die Summe der Katheten gleich costw0 + ^sinm6==ß^*' 
wird.* 
Damit stehen folgende von Booth^^) als Analogien bezeichnete 

Sätze in Verbindung, die wir grösserer Übersichtlichkeit halber sich 

dual entsprechen lassen wollen. 

Bei der Parabel endigt die aus Beim Kreise endigt die aus 
C0B mu und 6in niu sich zusammen- cosmO und i sin md sich zusammen- 
setzende Strecke in der adjungier- setzende gebrochene Linie stets in 
ten Logocyklik. einem und demselben Punkt. 

Für die Parabel gilt die Relation: Für den Kreis gilt die Relation: 

Bogen — log (f 06 ti + iöin u) Bogen + i log (cos -f i sin 0) 

«= Subtangente. = Subtangente. 

* Gerade aus diesem Satze schliesst Booth, dass nicht die gleichseitige Hy- 
perbel, sondern die Parabel dem Kreise als Gegenstück entspreche: „the true ana' 
logy of the circle is the parabola^^. Allein die hyperbolischen Sektoren, welche in 
unserer Fassung vorkommen, sind eben doch nur der Hyperbel, nicht aber der 
Parabel selbst zu entnehmen, imd Booths stets wiederkehrende parabolische 
Winkelsummen (-ö* 1, «ö* X -9" X . . .) lassen sich geometrisch nicht zeichnen , so leicht 
es auch ist, mit ihnen zu rechnen, sobald man sich einmal die eigenartige Algo- 
rithmik des Verfassers eingeprägt hat. 
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Die vom Berührungspunkt aus Die vom Berührungspunkt aus 

gerechnete Subtangente der Para- gerechnete Subtangente des Krei- 
bel endigt auf einer geraden Li- ses endigt in einer Kardioide; an- 
nie, der Scheiteltangente; anders ders ausgedrückt: Die Fusspunkt- 
ausgedrückt: Die Fusspunktlinie kurve des Kreises ist, für einen be- 
der Parabel ist, wenn der Pol mit liebigen Peripheriepunkt als Pol, 
dem Brennpunkt identifiziert wird, eine Kardioide* 
eine Gerade. 

Dass Booth in seiner Gegenüberstellung von Kreis und Parabel 
etwas zu einseitig zu Werke geht, davon haben wir uns bereits über- 
zeugt. Wollen wir unter Berücksichtigung der so höchst verdienst- 
lichen Ergebnisse Booths zu einer nach allen Richtungen hin befrie- 
digenden Formulierung jenes Analogie -Verhältnisses gelangen, so müs- 
sen wir in Betracht ziehen, dass der Kreis die einzige ebene Kurve von 
durchaus gleichem positiven Krümmungsmaasse ist, und dass deshalb 
seine sämtlichen charakteristischen Eigenschaften sich unmöglich wie- 
der in ein und derselben anderen Kurve vereinigt finden können. Dies 
bedenkend, können wir den von Booth aufgestellten Analogiesatz in 
folgender angemessener Weise erweitern: 

Der Kreis ist die einzige Kurve, in welcher die Bögen 
den Centralsektoren proportional sich ändern. Da eine zweite 



* Diese Eigenschaft des bewussten geometrischen Ortes soll gleich an der 
Fig. 18 dargethan werden. FX und FY seien die positiven Richtungen der Axeu 
eines cartesischen Systemes., der Punkt G ist durch seine Orthogonalkoordinaten 
X und 2/, respektive durch seine Polarcoordinaten r und -ö* bestimmt, so dass 



x^rcosd", y = r sind', r = yx^-\-y^, cos&^xiYx^ + y^ 
wird. Zieht man dann den Radius MD = E parallel zu FC^ so ist 

<)C ilfi)C= < D(7F= 900. 
Wird von F auf MD das Lot FE gefällt, so ist 

und MF=B-r 

M — r 
cos EMF= cos d' = — ^- . 

Dies ist die Polargleichung der Ortskurve von G. Ersetzt man die polaren durch 
die rechtwinkligen Koordinaten, so ist vorerst 



X E — Yx^ + y' 



oder umsreiormt 



x' + y' = E{Vx' + y'-x), 

und dies ist die Gleichung jener geschlossenen Epicykloide ÄZFy welche von Castil- 
lon ^*) mit dem Namen der Herzkurve (Kardioide) belegt worden ist. Im Ursprung 
F hat die Kurve eine Spitze. 






Graphische Darstellung der Logarithmensysteme durch konfokale Parabeln. 93 

krumme Linie dieser Art nicht existieren kann, so ist a priori 
zu erwarten, dass eine gewisse Kurve in Bezug auf die Bogen- 
längen, eine gewisse andere Kurve dagegen in Bezug auf die 
Flächeninhaltsverhältnisse eine Analogie zum Kreise darbietet. 
Dass diese zweite Kurve keine andere ist als die gleichseitige 
Hyperbel, war von jeher bekannt, während es Booths Ver- 
dienst ist, die Identität der ersterwähnten Kurve mit der 
apoUonischen Parabel nachgewiesen zu haben. Nur ging der- 
selbe darin zu weit, diese zweite Seite des Analogie -Verhält- 
nisses für die allein massgebende zu erklären. Es darf dies 
umso weniger geschehen, als gleichseitige Hyperbel und Para- 
bel durch das im ersten Kapitel näher geschilderte Verwandt- 
schaftsprinzip van Heuraets auf das engste mit einander 
verknüpft sind* 

1) Booth, A treatise on new geometrical methods etc., London 1873, S. 381. 

2) Gerhardt, Geschichte der Mathematik in Deutschland , München 1877, S. 64. 

3) Lalande, Astronomie, tome III, Paris 1771, S. 676. 

4) Booth, S. 333. 

5) De Moivre, Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, Londini 
1730, S. 14. 

6) Booth, S. 336. 

7) Ibid. S. 337 flgg. 

8) Booth, A memoir on the trigonometry of the parabola etc., London 1856, 
S. 16 flgg. 

9) Archimedis opera omnia, ed. Heiberg, Vol.I, Lipsiae 1880, S. 13. 

10) Booth, A treatise etc., S. 341. 

11) H. Gras 8 mann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1843, S. XT. 

12) Schlegel, System der Raumlehre nach den Principien der Grassmann- 
schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in dieselbe, I.Teil, Leipzig 1872, S. 38. 

13) Booth, S. 342. 

14) Castillon, De curva cardioide, Phil. Transact. of the royal society of 
London, 1741, S. 778. 

16) Booth, S. 343 flgg. 

16) Ibid., S. 348 flgg. 

17) Günther, Die Lehre von den einfachen und verallgemeinerten Hyperbel- 
funktionen, Halle 1881, S. 164. 

* Diese Beziehungen zwischen Hyperbel und Parabel behandelt Booth aus- 
führlich *®) im Sinne van Heuraets, doch brauchen wir mit Rücksicht auf unser 
erstes Kapitel hierauf nicht näher einzugehen. Ebensowenig verweilen wir bei 
der von Booth*®) gegebenen Lösung der Gleichung ^:2"— 2 «;?"=— 1, da diese Lö- 
sung sachlich mit jener übereinstimmt, die von uns an anderem Orte") auf die 
Hyperbelfimktionen begründet wurde. 



Schlusswort. 



Wir werfen, nachdem wir mit der Behandlung unseres Themas zu 
dem angestrebten Ziele gelangt sind, zum Schlüsse noch einen kurzen 
Rückblick auf den Weg, den wir genommen haben, und auf die wich- 
tigsten Ergebnisse, zu welchen uns die Verfolgung dieses Weges ge- 
führt hat. Ausgesprochener Hauptzweck der ganzen Arbeit war es, 
die in Deutschland so gut wie unbekannt* gebliebenen Untersuchun- 
gen von James Booth über parabolische Trigonometrie und über die 
graphische Darstellung der Logarithmen einem grösseren Publikum zu- 
gänglich zu machen. Um dies mit Erfolg zu thun, erschien es not- 
wendig, auch von früheren Forschungen auf dem Gebiete der Kurven- 
Analogie Notiz zu nehmen, und zwar um so mehr, als Booths Ar- 
beiten, wie aus seiner eigenen Darstellung des van Heuraetschen 
Prinzipes zu schliessen ist, von jenen Vorläufern beeinflusst waren. 
Gleicherweise erschien es wünschenswert, die wichtigsten Sätze über die 
Hyperbelfunktionen in gedrängter Übersicht zusammenzustellen; das 
neue Verfahren, welches zur Begründung dieser Sätze eingeschlagen 
ward, macht den betreffenden Abschnitt vielleicht auch für Diejenigen 
lesenswert, welche mit dem denselben Gegenstand abhandelnden Buche 
des Verfassers bekannt sind. Eine ausführliche Diskussion der logo- 
cyklischen Kurve konnte schon aus dem Gründe nicht entbehrt wer- 
den, weil im fünften Kapitel mehrfach auf dieselbe zurückgegriffen 
wird, allein auch an sich ist der Reichtum hübscher Einzelsätze an- 
ziehend, zu deren Aufstellung das Studium dieser merkwürdigen krum- 
men Linie hinführt; ältere Resultate, von denen Booth keine Kennt- 
nis hatte, liessen sich mit den von letzterem gefundenen Thatsachen 
zu einem homogenen Ganzen vereinigen, und durch die konsequente 
Anwendung der Hyperbelfunktionen ward eine weit grössere Einheit- 
lichkeit in den Beweisen erreicht. Was nun endlich Booths symbo- 
lische Trigonometrie der Parabel anlangt, so ward festgestellt — und 
hierin sehen wir die wichtigste Frucht dieser Untersuchung — , dass 
dieselbe in der Natur der Sache nicht notwendig begründet sei. Der 
englische Geometer war mit den Hyperbelfunktionen als solchen aller- 
dings nicht gerade unbekannt, dagegen scheint er nichts von jener ori- 

* Nur in Ennepers „elliptischen Funktionen", die überhaupt nicht leicht 
erfolglos nachgeschlagen werden, haben wir (S. 223) Booths Forschungen über 
die . elliptischen Integrale der dritten Gattung erwähnt gefunden. . 



SchlusBWort. 95 

ginellen und erspriesslicben Zuordnung eines hyperbolischen und cykli- 
schen Argumentes, des gemeinsamen und transscendenten Winkels, ge- 
wusst zu haben, welche man Lambert verdankt. Legt man diese zu 
Grunde, so ergiebt sich, dass die von Booth erfundene Symbolik des 
transscendenten Winkels mit der gewöhnlichen hyperbolischen Gonio- 
metrie des gemeinsamen Winkels in allen Einzelheiten sich deckt. Die 
parabolische Trigonometrie war damit auf ihren wahren Charakter zu- 
rückgeführt, der spezielle Algorithmus kam in Wegfall und sämtliche 
Ergebnisse gewannen ganz erheblich an Einfachheit und innerem Zu- 
sammenhang. Diese Vorteile übertrugen sich dann auch noch auf das 
fünfte Kapitel, in welchem Booths schöne Idee zur Darstellung ge- 
langte, sich zur graphischen Versinnlichung der verschiedenen loga- 
rithmischen Systeme einer Schar konfokaler Parabeln zu bedienen. 
Man wird zugeben müssen, dass dieselben sich hierzu weit besser eig- 
nen, als manche andere zum gleichen Zweck vorgeschlagene Kurve, 
z. B. die logarithmische Linie. 

In analytisch -geometrischer Hinsicht ziehen wir aus unseren Stu- 
dien einen bemerkenswerten und, wie wir glauben, neuen Schluss: 

Der Wirkungskreis der cyklisch-goniometrischen Funktio- 
nen erstreckt sich ausschliesslich auf den Kreis, resp. auf die 
Ellipse,* jener der hyperbolisch -goniometrischen Funktionen 
dagegen nicht bloss auf die gleichseitige und jede andere Hy- 
perbel, sondern auch auf die Parabel. Der einfache Erklä- 
rungsgrund für diese auf den ersten Blick auffallende Erschei- 
nung liegt darin, dass in Bezug auf Flächeninhalts beziehungen 
die Hyperbel, in Bezug auf Bogenlängen dagegen die Parabel 
als das Analogon des Kreises aufzufassen ist, dass also auch 
innerhalb des Gebietes der Kegelschnittslehre die hyperboli- 
schen Funktionen eine ausgedehntere Verwendung zulassen 
müssen, als die cyklischen, jedenfalls aber eine ausgedehntere, 
als man ihnen gemeiniglich zuzugestehen geneigt ist. 

* Wir setzen als bekannt voraus, dass nach den hierfür massgebenden Ar- 
beiten von Laisant (Essai sur les fonctions hyperboliques , S. 37flgg.) zwischen 
Kreis und Ellipse, gleichseitiger und beliebiger Hyperbel gar kein Unterschied 
mehr gemacht zu werden braucht. Laisant hat nachgewiesen, dass die trigo- 
nometrischen Funktionen, wenn sie auf den allgemeinen, statt bloss auf den spe- 
ziellen Kegelschnitt bezogen werden, nur um einen konstanten Faktor von den 
altbekannten Formen des cyklischen und hyperbolischen Sinus, Cosinus u. s. w. 
abweichen. 



Nachträge. 

I. Die Frage, ob prinzipiell die Möglichkeit der Rektifikation 
einer jeden Kurve zugestanden werden müsse, ist durchaus keine so 
einfache, wie es vielleicht auf den ersten Blick erscheinen mag, und 
wir dürfen somit Jene nicht tadeln, die vor Hobbes und Roberval 
eine verneinende Antwort auf jene Frage gegeben haben. Als der 
Erste trat der Metaphysik des Rektifikationsproblemes der böhmische 
Mathematiker Bolzano näher, dessen bahnbrechende Schriften Jahr- 
zehnte hindurch fast unbeachtet blieben, heute aber durch Stolz' ge- 
schichtlichen Essay, „B. Bolzanos Bedeutung in der Geschichte der 
Infinitesimalrechnung",* wieder in den Vordergrund gerückt worden 
sind. Allerdings beging Bolzano, wie dies bei dem ersten Versuche 
eines tieferen Eindringens in den Gegenstand nicht gut anders sein 
konnte, noch einige Fehler in der begrifflichen Auffassung; Stolz 
bemerkt darüber (S. 268): „Wenn Bolzano den Grundsatz aufstellt, 
es müsse irgend ein für alle Linien gleichlautendes Gesetz geben, nach 
dem man ihre Längen aus ihren Gleichungen y = f{x) herleiten könne, 
so heisst dies die Aufgabe der Analysis verkennen, die ja eben er- 
mitteln soll, ob und für welche Arten von Linien ein solches Gesetz 
besteht." Stolz weist dann (a. a. 0.) ferner nach, dass sowohl Euklid 
als auch Archimedes die in der Fassung der Aufgabe liegenden 
Schwierigkeiten und Aporien noch verkannten, und dass erst Duhamel 
in seinem berühmten Methoden werke** derselben vollkommen Herr 
zu werden verstand. Der nächste Gedanke wird eben doch immer der 
sein, der Kurve einen völlig willkürlichen Polygonzug einzubeschreiben 
und sodann die einzelnen Sehnen kleiner und kleiner werden zu lassen; 
allein wenn rnan den Übergang zu der Grenze wirklich vollziehen 
will, so bedarf man gewisser Hilfssätze der Grenzwertrechnung, welche 
zuvor klar ausgesprochen und erwiesen sein müssen. Einfacher ge- 
langt man allerdings zum Ziele, wenn man die absolute Willkürlich- 
keit des Polygonzuges aufgiebt und aus dem erst eingeschriebenen 
Sehnensystem ein zweites dadurch ableitet, * dass man jede Sehne 



* Mathem. Annalen XVIII, S. 255 flgg. 

** Duhamel, Des methodes dans les sciences de raisonnement, Paris \868, 
tome II, S. 411 flgg. 
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halbiert und in ihrem Mittelpunkt ein Lot bis zur Kurve errichtet — 
ganz so, wie es der grosse griechische Geometer beim Kreise gemacht 
hat. Die neuesten und vollständigsten Aufklärungen über die Be- 
dingungen, unter welchen die Rektifikation einer krummen Linie sich 
bewerkstelligen lässt, sind von Du Bois -Reymond* gegeben und 
von Stolz in der bereits citierten Note über Bolzano (S. 272flgg.) zu 
den Vorarbeiten in die richtige Beziehung gesetzt worden. Unter 
diesem Gesichtspunkt betrachtet, kann Hobbes' gelegentlichem Geistes- 
blitz und Robervals kinematischer Methode in prinzipieller Hinsicht 
ein besonderes Verdienst gerade nicht zugesprochen werden; um so 
mehr aber darf Pascals Vergleichung zweier Kurvenbögen ein solches 
Verdienst beanspruchen, denn darin liegt bereits eine klare Auffassung 
des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung enthalten. Es würde von 
Interesse sein, nachzuforschen, ob nicht auch zwischen Pascal und 
Bolzano einzelne Forscher der Sache eine andere als die rein rech- 
nerische Seite abzugewinnen versucht haben. 

II. Während der Ausarbeitung dieser Schrift erschien die mathe- 
matische Programmabhandlung der Münchener Realschule, in welcher 
W. Hess (s. o. Kap. II) die Kurven unter neuen Gesichtspunkten be- 
trachtet, welche man zur besseren Veranschaulichung der Rotation 
eines Körpers um einen Punkt eingeführt hat. Die Rektifikation 
der Herpolhodien führt ebenfalls auf elliptische Integrale der ersten 
und der dritten Gattung. 

III.* Eine weit allgemeinere Auffassung des Strophoidenproblemes, 
als sie den englischen und französischen Mathematikern eignet, ist 
ganz neuerlich von dem Amerikaner Wolsey Johnson in seinem 
Aufsatze „The Strophoids"** dargelegt worden. Eine solche Stro- 
phoide im verallgemeinerten Wortsinne ist danach der geometrische 
Ort für den Schnittpunkt zweier Geraden, welche sich mit konstanter 
Geschwindigkeit um zwei feste Punkte drehen. B und C seien die 
Drehpunkte, BC^a^ %• und (p die Winkel, welche die von dem Kurven- 
punkt A nach B und (7 gezogenen Geraden mit a einschliessen. Versteht 
man nun unter m und n zwei ganze Zahlen, welche ohne Beeinträchtigung 
der Allgemeinheit als zu einander relativ prim angesehen werden 
dürfen, so wird, unter a eine Konstante verstanden, 



* Mathem. Annalen XV, S. 286 flgg. 
** American Journal of Mathematics , Vol. III. S. 320 flgg. 

Oüntber, Parab. Logarithmen u. parab. Trigonometrie. 
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sein müssen, wobei das obere oder untere Vorzeichen genommen 
werden muss, je nachdem der Drehsinn beider Geraden ein gleicher 
oder ein entgegengesetzter ist. Nimmt man B als Anfangspunkt, 
BC als X-Axe eines rechtwinkligen Koordinatensystemes, so ist für A 



X «= yx^ + y^ cos %'^ y^ Voc^-Vy^ sin ^' 

Bringen wir den Ausdruck {x + iy)'^ auf seine Normalform X„ + iF«, 
so wird bekanntlich 



N 



X» = (a:^ + ^^) ^cos w-ö", 



n 



und hieraus ergeben sich u. a. die Reduktionsformeln 

X r-\-s = Xr X., — Yr 5^,, 
J^ r-\-s = ^ r X., -|- Xr JLs) 

welche in der Sprache der gewöhnlichen Trigonometrie zu deuten 
nicht schwer hält. Die allgemeine Kurvengleichung lässt sich nun 
mit Hilfe dieser Grössen X und F, wenn noch 

q = cotang a 

gesetzt wird, folgendermassen anschreiben: 

+ ...+(- l)"*«''*(X„-grn)«0. 

Je nachdem a = 90^ oder =0® ist, nennt Johnson die Kurve eine 
„right strophoid" oder eine „substrophoid'*. Für w = m=l haben 
wir die einen Kreis darstellende Gleichung 

x^ + y^ '~a{x — qy) «= 0. 

Die Boothsche Logocyklik, auf welche Johnson ausdrücklich 
Bezug nimmt, ist mit der „right strophoid" für den Fall m=2, w~ 1 
identisch. 

Eine interessante Verallgemeinerung des Strophoidenbegriflfs ent- 
hält auch die erst während des Drucks dieser Schrift erschienene ana- 
lytische Geometrie von Picquet (S. 550flgg.). 
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Inlialt: 

Tome I [Vin u. 621 S.]. 1. Methode g6n6rale pour trouver des fonctions 
d^une- seiüe quantitö variable, lorsqu'une propri6t6 de ces fonctions est ex- 
prim6e par une 6quation entre deux variables. — 2. Solution de quelques 
problömes ä l'aide d'int^grales d6finies. — 3. Memoire sur les 6quations 
alg^briques, oii Ton d^montre Timpossibilit^ de la r^solution de T^quation 
^en^rale du cinquiöme degr6. — 4. L'int^grale finie 2^g)X exprim6e par une 
integrale d6finie simple. — 5. Petite contribution ä la th6orie de quelques 
fonctions transcendantes. — 6. Recherche des fonctions de deux quantit6s 
variables ind^pendantes x et y^ telles que f(x,y), qui ont la propri6t6 que 
f (^) f (j^t yj) est une fonction sym6trique de ^r, a; et t/. — 7. Demonstration 
de rimpossibilitö de la r^solution alg^brique des 6quations gen6rales qui passent 
le quatriöme degr6. Appendice. Analyse du memoire pr6c6dent. — 8. Remarque 
sur le memoire No. 4 du premier cahier du Journal de M. Grelle. — 9. Reso- 
lution d'un Probleme de mecanique. — 10. Demonstration d'une expression 

de la quelle la formule binöme est un cas particulier. — 11. Sur Tintegration 

qdx 
de la formule differentielle .-— , It ei q etant des fonctions entieres. — 

y M 

Memoire sur une propriete generale d'une classe trös etendue de fonc- 

s transcendantes. — 13. Recherche de la quantite qui satisfait ä la 

ä deux equations algebriques donnees. — 14. Recherches sur la serie 

--tX-^ r~"5~~^^^"f* • • • • — lö- Sur quelques, integrales definies. — 

Recherches sur les fonctions elliptiques. — 17. Sur les fonctions qui 

sfont k requation q>x-{- q>y = tj)(xfy -^y fx). — 18. Note sur un 

oire de M. L. Olivier, ayant pour titre „Remarques sur les series infinies 



